URCITY INTEGRAL a jeho aplikace

Newton-Leibnizova formule

b
/ f@)de = F(b) — F(a), kde F'(z) = f(x).

Vlastnosti

b c c
fx)dz+ [ f(z)de = [ f(z)dz, kdea<b<c
[t 1]

a

2) /f(a:) dz = 2/f(x) dz pro f sudou,

=0 pro f lichou.

/af(x)da::0

Substituce

b B
[ 1e@g@as = | 149 ST oyt —p) - o)
Per partes

b b
/f(w)g’(m) dz = [f(x) ()], — /f’(iv) g(x)dz

Piiklady
w/2

2 1
a) /x\/1+2x2 dz, b) /w3 Vat 4 3dz, c) / sin 2 cos z dx
0 0

0

w/2 2 m/4
d) /2Sinx cos z dzx, e) /33629”2 dez, f) / tgxdr.
0 0 —7/4
2 ) /2 2
x sinx
d 2¢ —3)1%d
a)/m “ / 1+ cosz)? c) /( z—8)"da,
0 0 0
/2 3 5/4
/ 4r — 7/2)d / /
J ) x In? x } ( 4w+3
~1/2



1

1 1
2¢ 4+ 3 e’
2r—7 .
h et
g)/?’ dz, )O/(:p2+3$+8)4d$’ 1)/\/md"“"

0 0
/2 1 1
3) a) / x cos2zdz, b) /x e 2 du, c) /arccosazdx,
0 0 0
/2 /2 /2
d) / cos? 2 dz, e) / e’ cos2zxdz, f) / 2% sinz dz
0 0 0

Nevlastni integraly

1 0
22 dz
e . f 2e7?d
)/ 1 — 22 )/:E ¢ g
0 0
Vysledky (zcela bez zéruky)
13 4 1 1 1 1 8
1) a) ?7 b) 3_5\/57 C) ga d) ma e) Z(e _1), f) 0.
4 1 . 1 1 3
2) 2) 3. b) 5 ) 5 5030, 00 o m2 w3 D
) 1 R i) 2v/e+
& 373 1n3 3 \88 123 ¢
3 a) -, by i oL AT o) —t4e?), fr-2
2 4T e : 4 T
1 3
4) a)1l, b) -4, «¢) 7 d) In 2’ e)oo, f)1-In2, g)2V2.
8 8 T T
5) a) § \/5, b) g, C) 5, d) 111(2—}-\/5), e) Z, f) 2

Resend vybrangjch prikladi

4) b) Jde o nevlastni integral vlivem funkce. Integrovana funkce je spojitd na (0, 1), ale
v okoli nuly je neomezena. Spocitdme proto integral v mezich a, 1, kde 0 < a < 1 a posléze
prejdeme k limité a — 0.



1 1 P —1)2 !

_ _9..1/2
1 u =x ,u=2x 1 1
ﬂdlE /3:_1/2 Inxdx = { , 1 J =2 [:El/zlnzn} —/2 227 dr =
\/_ v=Inzx, v == a x
a T a W—/

212
—0-2yalna— [4331/2] — 2Valna—4+4.a
Zbyvéa spocitat limitu.
Problémy pusobi 9 Ina
lim+(—2\/5 Ina —4+4+a) = pouze prvni ¢len. = lim+ <_T/2 — ) =
a0 Zkusime ”L‘Hospitala” a0 a
—2

= lim __ 2 —4) = lim (4a1/2 —4) = —4, a tedy

a—07t —1/2 -a—3/2 a—0t
[

\/_
0

b
1
4) d) Jde o nevlastni integral vlivem meze. Vypocteme / R dz, b > 0 a nasledné
0
limitu pro b — oo. Nejprve rozlozime integrand na parcialni zlomky.
1 1 A B A(xz+3)+B(zx+2)

3:2+5:E+6:(:E—|—2)(3:—|—3)_3:+2 r+3  (z+2)(z+3)

A(x+3)+ B(x+2)=1. Porovname koeficienty u stejnych mocnin z a dostaneme:

A+ B =0

34 + 2B — 1 } = A =1, B=—1. Nebo lépe; do rovnice dosadime kofeny jmeno-

r=-2: A=1, . . 1 1 _
vatele: v— 3. _B—1 = B—_1. }Nasmtegraljetedy/<$+2—x+3> dz =
0

b b+ 2 2
=l 2| -1 =In|—=|—In=.
I+ 2|~ Info + 30 =tn ;5| ~1n 3
. b+2 - e . , , .
lim In =0 (Limita vnitini funkce je 1, In1 = 0.) A mame vysledek, hura!!!
b—o0 b+ 3
i 1
/7dx:ln§,
2452 +6 2
0

Vétsinou se vSak pfi vypoc¢tu nevlastnich integralt limity nepisi, prosté se dosadi patiicné
hodnoty. A protoze je skoda nevyuzit volného mista, zde je jesté jeden priklad.

5) ¢) Jde o nevlastni integral vlivem funkce, integrand neni definovany pro z = —1.
o 0 0 0
/ dz da::E:cS;;ltt gt B costdt cost cost . _ g
N o B N 1 —ein2t | cos t] 2
-1 o= _7T/2’ p=0 —7/2 I =sin”t —7/2 —7/2



APLIKACE URCITEHO INTEGRALU

Obsah rovinné plochy

S = /bf(ac)dx

Objem rotac¢niho télesa, vzniklého rotaci vysrafované plochy (obr. 1) kolem osy z.

b
V=m /f2(ac)dx

Délka krivky

b
l= /\/1—1— (f'(x))2dx  pro kiivku y = f(z), z € (a, b).

B
= /Wz(t))z TGO At pro kiivku @ = 2(t), y = y(b), t € {a, B).

Obsah rotac¢ni plochy vzniklé rotaci rovinné kiivky [ kolem osy .

b
S=2r /f(x)\/l + (f'(x))?dz  rotuje kiivka y = f(x), = € (a, b).

B
S=2r /y(t)\/(x(t))2 + (y(t))?dt  rotuje kiivka x = z(t), y = y(t), t € (o, B).

Vv e

S

Y
A

P

a

b

kde staticky moment S, = / oxf(x)

b

b
dz a hmotnost M = /af(x) dz

1
yr =37 kde staticky moment S, = 3 /afz(x) dx

a



Priklady
1) Urcete obsah rovinného oboru, ohrani¢eného
2

a) kiivkami y = %, y= ?1#,

b) soufadnicovymi osami a kiivkou = = t2, y = cost, t € (0,7/2),

c) soufadnicovymi osami a kiivkou z = 2 cos®t, y = 2 sin®¢, ¢ € (0,7/2).
2) Urcete délku kiivky

a)y =83, z e (0.1),

b) 2 =2 cos®t, y =2 sin®t, t € (0,7/2),

c¢) kruznice o poloméru r,

d) x =a(t —sint), y = a(l — cost), t € (0, 2m) (jeden oblouk cykloidy).
3) Urcete objem

a) koule,

b) kuzele s podstavou o poloméru r a vyskou v,

¢) rota¢niho paraboloidu s podstavou o poloméru r a vyskou v,

d) télesa, které vznikne rotaci rovinného oboru ohranic¢eného osou z
a parametricky zadanou kifivkou z = arctgt, y = 1 — t2.

Vysledky
1)a)n/2—-1/3, b)m—2, c)3r/8.

2)a)2i7(19\/E—1), b) 3, «¢)2rr, d)8a.

3)a) —7mr3, b)) —ar?v, c¢) =wr?v, d)2x <7r - g) )

Resend vybrangjch prikladi

3) d) Nejprve uré¢ime pruseciky kiivky s osou = (tj. meze pfislusného integralu).

y=1—-1t2=0 =t =+1. Objem spocitdme ze vztahu

1 1
Ve / yz(tm(t)dt:[ integrovans J:27r / (1-12)’
0

1
tt—2t2+1

funkce je sudé4 1+ ¢2 1+ 2
—1
1
2/7‘23+4dt2t33t+4tt1213+02 8
=27 — 1 =27 | = — arc =27 | - — T — =27 |7m— <.
1+ 2 3 &, 3 3
0
y
1

flx) =1—tg’x
A koho zajima, jaka Ze plocha

vlastné rotuje, zde je obrazek.

A



Fyzikalni aplikace
trojuhelniku ABC, kde A[0,0], B[7,0], C'[5,4].

Resent:

rovnice piimky dané dvéma body A [xa,ya] Blxp,ys] je:

YB — YA (Z’

TB —TA
Pro zadané body vychazi:

Y—ya= —xa).

0—4
7—5

A miiZzeme sméle pouzit vzorce ze strany 4. Protoze je trojuhelnik homogenni, je jeho plosnéa
hustota konstantni a nemusime s ni pocitat, coz uc¢inime. Tj. mizeme polozit o = 1.

4
AC: y= £ BC: y—4= (z —5), coz upraveno dava y = —2x + 14.

54 ; 4 221° z? !
M:/—xdx+/(—2x+14)dx: ——| 4+ |2—=+14z| =14

5 52, 2 .
0 5

Nebo jsme si mohli namalovat obrazek a uvédomit si, ze

Y hmotnost trojihelniku je pii jednotkové plosné hustoté
C ¢iselné rovna jeho obsahu a ten je zakladna krat vyska
) lomeno dvéma, tedy 7-4/2 = 14.
/
/ 1 [16 [
R Sy == —z?dr+ [ (—2z+14)%dz | =
I 2 25
// T =~ ~_ 0 5
A S B _{8 ﬂ:{ 1 (—2x+14)3r_56
25 3], 4 3 5 3
5 7
4 4 237° 3 217
Sy = /x—xdx+ /az(—2az+14)da: S i (I S Y R (1)
5 5 3], 3 2 |5
0 5
Takze tézisté ma souradnice
Sy S, 4
xT iV ) yr M3

v e

vy

se o tom presvéd¢ime, af uz budeme pocitat tézisté jako prusecik téznic, nebo t¥eba takto:

T—S5+ % SC = [3.5,0] + %(1.5,4) — [4,4/3].

vy

Vv e

idy * = a cos®t, y = a sin®t, t € (0,7/2) a osami x a y.
Vysledky
2) T =[an,5a/6] 3) T =|arm,4a/3] 4) T =[256a/315m, 256 a/3157].



