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Zmalost jednoduchych transformaci grafti funkci podstatné rozsifuje moznosti kresleni grafa.
Budeme vychéazet ze znamého grafu funkce y = f(z) a ukazeme si, co s grafem provede linearni
transformace argumentu nebo funkéni hodnoty, nahrazeni argumentu nebo funkéni hodnoty
jejich absolutnimi hodnotami a prevraceni funkéni hodnoty.

1 Posunuti ve sméru osy

y = f(r£a)

Ukolem je nakreslit graf funkce y = f(z + a), a > 0, zndme-li graf funkce y = f(x). Graf
funkce y = f(z — a), a > 0 vznikne posunutim grafu y = f(z) v kladném sméru osy z, tj.
doprava o a jednotek. Graf se nikterak nedeformuje. Mame-li nakreslit graf y = f(x + a),
posouvame puvodni graf o a jednotek v zadporném sméru osy z, tedy doleva.
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2 Posunuti ve sméru osy y

y=f(r)£b

Graf funkce y = f(z) + b, b > 0 se dostane posunutim grafu y = f(z) o b jednotek v klad-
ném sméru osy y, tj. nahoru, graf y = f(x) — b, b > 0 vznikne posunutim ptuvodniho grafu
o b jednotek doli, tj. v zdporném sméru osy y. Mozna se zdé nékomu divné, ze zatimco

y = f(z —a) znamend posunuti v kladném sméru osy z, y = f(z) — b znamena posuti v zapor-
ném smeéru osy y, ¢ili jakoby analogie pokulhévala. Ale napiSe-li se pismenko b k promeénné
y, ke které se vztahuje: y + b = f(z), analogie pracuje, jak bychom ocekavali.
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3 Kontrakce a dilatace ve sméru osy

y = f(cx)

Je-li argument funkce nasoben ¢islem ¢ > 0, projevi se to na grafu bud jako kontrakce - stlaceni
ve sméru osy z (pro ¢ > 1), nebo dilatace - prodlouZeni ve sméru osy z (pro 0 < ¢ < 1). Jako
bychom na "konce” osy z tlacili, nebo za né naopak tahali. Pokud existuje prusecik grafu
s osou ¥, zustava na misté, pfipadné priseciky s osou z se podle hodnoty ¢isla ¢ zhustuji, nebo
vzajemné vzdaluji. Hodnoty maxim a minim funkce ztstavaji zachovany, nikoli vsak body, ve
kterych funkce minima nebo maxima nabyva. U periodickych funkei se méni perioda, zatimco
amplituda zustava stejna, viz obr. 4.
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4 Kontrakce a dilatace ve sméru osy y

y=df(v)

Nasobeni funkéni hodnoty ¢islem d > 1, znamenda protazeni - dilataci grafu ve sméru osy v,
nasobeni ¢islem 0 < d < 1 predstavuje stlaceni - kontrakci ve sméru osy y. Piipadny prusecik
grafu s osou y se posouva, pruseciky s osou z, pokud jsou, zustavaji na misté. Hodnoty maxim
a minim se podle hodnoty d zvétsuji nebo zmensuji. U periodickych funkci se méni amplituda,
perioda zustava stejna.
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5 Preklopeni podle osy vy
y=f(-2)

Graf funkce y = f(—xz) je osové soumérny s grafem y = f(x) podle osy v.
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6 Preklopeni podle osy x
y=—/f(z)
Graf funkce y = — f(z) je osové soumérny s grafem y = f(x) podle osy z.
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7 Absolutni hodnota argumentu

y = f(|=[)
Protoze | — x| = |z|, je funkce y = f(|z|) vzdy sudé a jeji graf je tudiz symetricky podle osy y.
a) Pro x > 0 je |z| =z, tj. f(|z|) = f(x) a ptislusné ¢asti obou graf splyvaji (jsme napravo
od osy y).

b) Pro < 0 je |z| = —x, tj. f(Jz|) = f(—=z) a graf dostaneme pieklopenim pravé ¢asti grafu
podle osy .
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8 Absolutni hodnota funkéni hodnoty
y=|f(z)]

Graf funkce y = |f(x)| dostaneme nésledovné: ty ¢asti grafu f(x), které lezi nad osou z
(kladné funkéni hodnoty), pfekopirujeme, ty, které lezi pod osou z (zaporné funkéni hodnoty),
preklopime podle osy z nahoru.
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9 Prevracena hodnota funkéni hodnoty
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Pro naértnuti grafu y = m na zakladé znamého grafu y = f(x) je tfeba si uvédomit, ze:
x

1 1
1) 1= 1, = —1 = body grafu, v nichz f(z) = %1 jsou spoleéné pro oba grafy
1
f(x)i ——= (v grafu vyznaceno krouzky).
f(@) .
2) Jeli f(r) >1,potom0< — <1 = tam, kde pivodni graf lezi v horni poloroviné

/()

vymezené primkou y = 1, bude graf pfevracené funkce lezet v pasu mezi osou z a pirimkou

1
y = 1. A naopak pro 0 < f(z) < 1je —— > 1, tzn., Ze ¢astem grafu f(x) v padsu mezi osou z

f(z)
a primkou y = 1 budou odpovidat ¢asti grafu m v horni poloroviné uréené ptimkou y = 1.
x
1
3) Podobné pro f(z) < —1je —1 < m < 0, graf se z dolni poloroviny pod piimkou
x
1
y = —1 pfesouva mezi piimky y = —1 a osu z, naopak pro —1 < f(z) < 0 je @) < -1
x
a graf putuje z pasu mezi primkou y = —1 a osou x do dolni poloroviny pod pfimku y = —1.

1
4) Koneé¢né tam, kde (ve smyslu limity) f(z) = 0%, je o) = 400 a naopak. Graficky: kde

graf puvodni funkce ma pruseciky s osou z, bude mit prevracend funkce svislé asymptoty,
v bodech, kde ptivodni funkce m4 svislé asymptoty, prevracend funkce muze (je tfeba pro-
zkoumat definiéni obor) mit pruseciky s osou z.

Je-li pivodni funkce rostouci a zachovava znaménko, prevracena funkce bude klesajici a na-
opak, bod lokadlniho maxima se méni na bod minima a naopak. Sudost, lichost, periodi¢nost
se pri prevraceni funkénich hodnot zachovava.
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Priklad 1
1 1 1 1

Nacrtnéte grafy funkeiy = ————, y =
acrtnete graly Iunxkcl y x2 -9y — 3’ Y (

Reseni:
U v8ech zadanych funkci vyjdeme z toho, Ze umime nakreslit graf kvadratické funkce a z ného
graf prevracené hodnoty funkce.

B 1 1
2y = 12 -2 -3 f()
Nejprve nakreslime graf funkce f(x) = 2% — 22 — 3. Grafem je parabola. Zjistime soufadnice
jejiho vrcholu (z upraveného tvaru: y = (x—1)% —4) a priseéiky s osami (pouzijeme soucinovy
tvar y = (z — 3)(x + 1)). Vrchol je V[1,—4], prisecik s osou y je P[0, —3], pruseciky s osou
z jsou P, [—1,0], P,[3,0].
Nacrtneme parabolu a pro ziskani grafu prevracené funkce aplikujeme postup uvedeny v ka-
pitole 9 (obr. 12). Spoleéné body obou grafii jsou pruse¢iky paraboly s pfimkami y = —1
a y = 1, svislé asymptoty prevracené funkce prochéazeji body, kde parabola protind osu z,

r = —1ax = 3. Parabola y = 22 — 2z — 3 je osové soumérna podle p¥imky = = 1, pfevracena
funkce ma tutéz symetrii.
1 1
b)y = 5 =
(z—-1)*  f(z)

Pro nakresleni grafu této funkce mizeme pouzit bud graf funkce y = x%, ktery posuneme ve
sméru osy z o jednu jednotku doprava, nebo muzeme zopakovat vyse uvedeny postup. Zu-
staneme u druhé moznosti. Grafem funkce y = (z — 1)? je parabola s vrcholem V[1,0] = P,
prisecik s osou y je P,[0,1]. Graf pfevracené funkce ma jedinou svislou asymptotu procha-
zejici vrcholem paraboly (obr. 13).

1 1
2 —2z+52  f(x)
Nakreslime graf paraboly y = 22 — 2z + %, jeji vrchol mé soutadnice V1, %], pruseciky s osou z
nejsou (prevracend funkce nebude mit svislé asymptoty), prisecik s osou y je P[0, %] 7 mi-
nima |1, % | pivodni funkce se stane maximum [1, 4 | pfevracené funkce , symetrie podle pfimky
x = 1 se zachovava.
1 1
d _= pr—
)y 2 =2r+2 f(z)
Parabola, kter4 je grafem funkce y = 22 — 2z + 2, ma vrchol V[1, 1], osu z neprotina, priisecik
s osou y je P,[0,2]. Protoze obor hodnot funkce y = 2? — 2z + 2 je interval (1,+00), bude
graf prevracené funkce lezet mezi osou z a primkou y = 1. Oba grafy maji jediny spolecny
bod, a to bod [1,1].

c)y=
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Na zaveér priklad na skladani transformaci.

Priklad 2
Nacrtnéte graf funkce y = |log% |z — 2|

Reseni:

Zactneme znamym grafem funkce y = log 12, Zaklad logaritmu je mensi nez 1, takze funkce
je klesajici. Graf ma svislou asymptotu v ose y, osu z protind v oz = 1 - obr. 16. Absolutni
hodnota argumentu zméni predchozi funkci na funkci sudou - ¢ervené kiivka. Absolutni hod-
nota funkéni hodnoty obraci ¢asti grafu pod osou z nad osu z - modra kfivka. Vysledny graf

ziskdme posunutim modré kiivky o dvé jednotky v kladném sméru osy z (posouva se i svisla
asymptota) - zelend kfivka.
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