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Definice posloupnosti

realnych ¢isel je funkce

f: N—=R
Tj. defini¢ni obor posloupnosti je mnoZina pfirozenych cisel.
Funkéni hodnoty f(n) se obvykle znadi a, a celd posloupnost se
zapisuje
{an}pey =a1, ag, ..., an, ...

kde a; je prvni, a, druhy, ..., a, n-ty ¢len posloupnosti.
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Zadani posloupnosti

Zadani:

a) explicitné, napt. a, =3n—5,

b) rekurentné, napt. a,.1 =24, -7, a1 =4, n € N.

Piiklad: »

Aritmetickd posloupnost

a, =a+(n—1)d, a,deR, neN, explicitni zadani.

a, =a,_1+d, ag=a, a,deR, neN, n>1 rekurentnizadani.
Geometricka posloupnost

a, = aq”_l a, g€ R, neN, explicitni zadéni.

ap =qas_1, m=a a, R, neN, n>1 rekurentnizadani. <
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Ohranicena posloupnost

Vybereme-li (zachovavajice potfadi) nekone¢né mnoho ¢lenti z dané
posloupnosti, ziskame

. Kazda posloupnost ma
nekonecné mnoho vybranych.

Posloupnost {a,}, a, = c pro Vn, se nazyva

srv v

Posloupnost, jejiz ¢leny stfidaji znaménko, se nazyva

Posloupnost je
, jestlize 3k >0, ze |a,| <k proVn €N,
, jestlize 3k € R, ze k<a, proVnéeN,
, jestlize 3k € R, ze a, <k proVneN,

Je-li posloupnost ohrani¢ena shora i zdola, je ohranicena.
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Monoténni posloupnost

Posloupnost je
, jestlize proVr, se N, r<s, je a, <ds.
a, > as. o
’ "7 L monoténni
) ay 2 as.
) ar < as.

Véta » Poloupnost je rostouci, je-li a, < a,41 pro Vn € N. Podobné
pro klesajici, nerostouci, neklesajici posloupnost. <
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Vlastni limita posloupnosti

Posloupnost {a, }7°; ma L,jestlize ke Ve > 0
dng € N takové, ze proVn > n, je |1, —L| <e.
PiSeme
lima, =L.
n—oo

Kazda posloupnost méa nejvyse jednu limitu. Posloupnost, kterd ma
vlastni limitu se nazyva konvergentni, jinak je divergentni.

Véta » Ma-li posloupnost limitu L, pak i kazd4 vybrana posloupnost
ma limitu L.

Jestlize 2 vybrané posloupnosti maji rtizné limity, pak ptivodni
posloupnost limitu nema. <
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Véta » Ma-li posloupnost vlastni limitu, je ohrani¢ena. Opak neni
pravdou - viz posloupnost {(—1)"}. <

Tj. ohrani¢ena posloupnost nemusi mit limitu, ale mtze, zatimco
neohranicend posloupnost vlastni limitu urcité nema.

Priklad: » DokaZte, Ze lim 1 =0.

n—oo n

1
Reseni: Volime ¢ > 0 a hleddme n,(¢) tak, aby ‘ o 0 ‘ < epron > n,.
1
' -—0] < ¢
n

—_

< €

(O

1 - “ v
<n = n= |- Hranaté zavorky znadi celou cdst.
€

1 o
Posloupnost -, [ semnazyva
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Nevlastni limita posloupnosti

Posloupnost {a, }7°, ma oo
k>0 a, >k
. l.v sz ~ : n
jestlize ke vk <0 dngy € N takové, Ze proVn > n, je o, < k.
lim a,, = +oo,
Piseme e
lim a,, = —cc.
n—o0
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Véty o zdméné limity a aritmetické operace

Véta » Predpokladame, ze lima, =a, limb, =b, a, b, c € R.
n—oo n—o0

Potom plati:

1. lim (a, £ b,) = lima, £ limb, =a+b
n—o00 n—o00 n—o00

2. lim (a, -by) = lima, - limb, =ab
n—oo n—oo n—oo

3. lim (c-a,) =c lima, =c-a
n—o00 n—o0

. an Hli—)r{.loan a b b
F G, T Tmp, b PO A0 PA0 )
n—oo

Pozndmka: ProtoZze limita posloupnosti se tyka vzdy n kvapicitho
do oo, v zépisu limity se ¢asto n — oo pod “lim” vynechava. I my tak
budeme ¢init. RovnéZz znaménko “+” u 400 se ¢asto nepise.
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Pocitani s nekonecny

Véta »
1) Necht’ lima, = oo, {b,} je ohrani¢end,
pak lim (a,, + b,) = 00

2) Necht’
lima, = oo, ¢ >0, pak lim ca, = +oo,

strucné: co + k = oo

€c-00=+o00 pro ¢ >0

c <0, pak lim ca, = —oo, c-00=—o00 pro ¢ <0.
1 1
3) Necht’ lima, = oo, pak lim — =0 — =0
Ay 00
. .1 1
4) Necht’ lima, =0 a a, > 0 proVn = hma— = +00 0= = +o00
n
1
ay < 0 pro Vn :>1ima—:—oo
n
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Pocitani s nekonec¢ny - pokracovani

5) Necht’ lima, =0, {b,} je ohrani¢ena, pak lim(a, - b,) = 0.
6) Necht’
lima, = +o0, limb, = 400, pak lim (a, + b,) = +00 00+ 00 = 00

lim (ay, - by) = +00 00 - 00 = 00
<
Pokud nam pfi pocitani limit vychazi:
f, 0 000, 1, 0%, oc®, 0o — o0,
jde o tzv. , které mohou vést k rtiznym vysledktim, dle

konkrétniho pfikladu.
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Piiklad: » Vypocitejte limity:

3
2
a) lim (27% —3n +4), b) lim 2"

n—o00 n—00 n3 — le

4
Regeni: a) lim (2n* —3n +4) = lim n? -3 ) .

n—o00 n—o00 n  n?
2
3 {1+ =
. n’+2n . n?

b) lim ——— = lim ———Z% =1. <

n—oo N5 — 1 n—00 1
31—~
n

Helena Rihova (CVUT) Posloupnosti 5. fijna 2012 13/17



Véty o limitach

Véta » Necht’ a, < b, pros.v. nadlma,=a, limb,="0.
Potoma < b. <

Véta (O limité seviené posloupnosti)

» Necht' pros.v. nplatia, <b, <c, adlima,=limc, =L

Pak 3 lim b, aje:lim b, = L. <
Véta (O limité monoténni posloupnosti)

» Necht’ {a,} je monoténni a ohrani¢ena posloupnost. Potom je
konvergentni, tj. ma vlastni limitu. <
Véta » Monoténni a neohrani¢ena posloupnost ma limitu:

+o0o pro posloupnost rostouci, nebo neklesajici,
—o0 pro posloupnost klesajici, nebo nerostouci.

's.v. n znamenad skoro vSechna n, jinymi slovy: od jistého 1. pocinaje.
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Geometrickd posloupnost

Priklad: » UkaZzte, ze lim ¢" =0 prolg| <1

=1 prog=1
=oo0 prog>1
neexistuje prog < —1
Diikaz:
1) Pfedpokladame

0<g<1]|-¢q", ozna¢imea, = q"
0< gl <gq" = a,.1 <a, = posloupnostje klesajici a je omezen4
ag >a; > ... >a, ...>0 = mavlastni limitu L.

lim " = lim g"*! = L
lim g =glimg" = L=g-L = L(1-9)=0 = L=0. cbd. <

Zbylé si jisté pilny ¢tenai dokaze sam.
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Eulerovo ¢&islo

Na zavér jedna dtileZita limita

1 n
Iim (1+—-] =e

n—o0 n

Zde ¢ je , které je iracionélni a transcendentni.

e = 2.718281828459045
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Dékuji za pozornost
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