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Definice posloupnosti

Definice ◮ Nekonečná posloupnost reálných čı́sel je funkce

f : N → R.

Tj. definičnı́ obor posloupnosti je množina přirozených čı́sel. ◭

Funkčnı́ hodnoty f(n) se obvykle značı́ an a celá posloupnost se
zapisuje

{an}
∞

n=1 = a1, a2, . . . , an, . . .

kde a1 je prvnı́ , a2 druhý, . . . , an n-tý člen posloupnosti.
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Zadánı́ posloupnosti

Zadánı́:

a) explicitně, např. an = 3n− 5,

b) rekurentně, např. an+1 = 2an − 7, a1 = 4, n ∈ N.

Přı́klad: ◮

Aritmetická posloupnost

an = a+ (n− 1) d, a, d ∈ R, n ∈ N, explicitnı́ zadánı́.

an = an−1 + d, a1 = a, a, d ∈ R, n ∈ N, n > 1 rekurentnı́ zadánı́.

Geometrická posloupnost

an = a qn−1 a, q ∈ R, n ∈ N, explicitnı́ zadánı́.

an = q an−1, a1 = a a, q ∈ R, n ∈ N, n > 1 rekurentnı́ zadánı́. ◭
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Ohraničená posloupnost

Vybereme-li (zachovávajı́ce pořadı́) nekonečně mnoho členů z dané
posloupnosti, zı́skáme vybranou posloupnost. Každá posloupnost má
nekonečně mnoho vybraných.

Posloupnost {an}, an = c pro ∀ n, se nazývá stacionárnı́.

Posloupnost, jejı́ž členy střı́dajı́ znaménko, se nazývá oscilujı́cı́.

Definice

◮ Posloupnost je

ohraničená, jestliže ∃ k > 0, že |an| ≤ k pro ∀ n ∈ N,

ohraničená zdola, jestliže ∃ k ∈ R, že k ≤ an pro ∀ n ∈ N,

ohraničená shora, jestliže ∃ k ∈ R, že an ≤ k pro ∀ n ∈ N, ◭

Je-li posloupnost ohraničená shora i zdola, je ohraničená.
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Monotónnı́ posloupnost

Definice

◮ Posloupnost je

rostoucı́, jestliže pro ∀ r, s ∈ N, r < s, je ar < as.
klesajı́cı́, ar > as.
nerostoucı́, ar ≥ as.
neklesajı́cı́, ar ≤ as.















monotónnı́ ◭

Věta ◮ Poloupnost je rostoucı́, je-li an < an+1 pro ∀n ∈ N. Podobně
pro klesajı́cı́, nerostoucı́, neklesajı́cı́ posloupnost. ◭
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Vlastnı́ limita posloupnosti

Definice

◮ Posloupnost {an}
∞

n=1 má vlastnı́ limitu L, jestliže ke ∀ ε > 0

∃ n0 ∈ N takové, že pro ∀ n > no je |an − L| < ε.
Pı́šeme

lim
n→∞

an = L.

Každá posloupnost má nejvýše jednu limitu. Posloupnost, která má
vlastnı́ limitu se nazývá konvergentnı́, jinak je divergentnı́. ◭

Věta ◮ Má-li posloupnost limitu L, pak i každá vybraná posloupnost
má limitu L.

Jestliže 2 vybrané posloupnosti majı́ různé limity, pak původnı́
posloupnost limitu nemá. ◭
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Věta ◮ Má-li posloupnost vlastnı́ limitu, je ohraničená. Opak nenı́
pravdou - viz posloupnost {(−1)n}. ◭

Tj. ohraničená posloupnost nemusı́ mı́t limitu, ale může, zatı́mco
neohraničená posloupnost vlastnı́ limitu určitě nemá.

Přı́klad: ◮ Dokažte, že lim
n→∞

1

n
= 0.

Řešenı́ : Volı́me ε > 0 a hledáme no(ε) tak, aby

∣

∣

∣

∣

1

n
− 0

∣

∣

∣

∣

< ε pro n > no.
∣

∣

∣

∣

1

n
− 0

∣

∣

∣

∣

< ε

1

n
< ε

1

ε
< n ⇒ no =

[

1

ε

]

Hranaté závorky značı́ celou část.

◭

Posloupnost

{

1

n

}

se nazývá harmonická.
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Nevlastnı́ limita posloupnosti

Definice ◮ Posloupnost {an}
∞

n=1 má nevlastnı́ limitu
+∞
−∞,

jestliže ke
∀ k > 0
∀ k < 0

∃ n0 ∈ N takové, že pro ∀ n > no je
an > k
an < k.

Pı́šeme
lim
n→∞

an = +∞,

lim
n→∞

an = −∞.
◭
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Věty o záměně limity a aritmetické operace

Věta ◮ Předpokládáme, že lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b, a, b, c ∈ R.

Potom platı́:

1. lim
n→∞
(an ± bn) = lim

n→∞
an ± lim

n→∞
bn = a± b

2. lim
n→∞
(an · bn) = lim

n→∞
an · lim

n→∞
bn = a b

3. lim
n→∞
(c · an) = c lim

n→∞
an = c · a

4. lim
n→∞

an
bn
=

lim
n→∞

an

lim
n→∞

bn
=

a

b
, pro bn 6= 0, b 6= 0 ◭

Poznámka: Protože limita posloupnosti se týká vždy n kvapı́cı́ho
do∞, v zápisu limity se často n → ∞ pod “lim” vynechává. I my tak
budeme činit. Rovněž znaménko “+” u +∞ se často nepı́še.
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Počı́tánı́ s nekonečny

Věta ◮

1) Necht’ lim an =∞, {bn} je ohraničená,
pak lim (an + bn) =∞ stručně:∞+ k =∞

2) Necht’
lim an =∞, c > 0, pak lim c an = +∞, c · ∞ = +∞ pro c > 0

c < 0, pak lim c an = −∞, c · ∞ = −∞ pro c < 0.

3) Necht’ lim an =∞, pak lim
1

an
= 0

1

∞
= 0

4) Necht’ lim an = 0 a an > 0 pro ∀n ⇒ lim
1

an
= +∞

an < 0 pro ∀n ⇒ lim
1

an
= −∞

1

0±
= ±∞
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Počı́tánı́ s nekonečny - pokračovánı́

5) Necht’ lim an = 0, {bn} je ohraničená, pak lim(an · bn) = 0.

6) Necht’
lim an = +∞, lim bn = +∞, pak lim (an + bn) = +∞ ∞+∞ =∞

lim (an · bn) = +∞ ∞ ·∞ =∞
◭

Pokud nám při počı́tánı́ limit vycházı́:
∞

∞
,
0

0
, 0 · ∞, 1∞, 00, ∞0, ∞−∞,

jde o tzv. neurčité výrazy, které mohou vést k různým výsledkům, dle
konkrétnı́ho přı́kladu.
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Přı́klad: ◮ Vypočı́tejte limity:

a) lim
n→∞
(2n2 − 3n+ 4), b) lim

n→∞

n3 + 2n

n3 − n2

Řešenı́ : a) lim
n→∞
(2n2 − 3n+ 4) = lim

n→∞
n2

(

2−
3

n
+

4

n2

)

=∞ · 2 =∞.

b) lim
n→∞

n3 + 2n

n3 − n2
= lim

n→∞

n3
(

1+
2

n2

)

n3
(

1−
1

n

) = 1. ◭
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Věty o limitách

Věta ◮ Necht’ an ≤ bn pro s.v. n1 a ∃ lim an = a, lim bn = b .

Potom a ≤ b. ◭

Věta (O limitě sevřené posloupnosti)

◮ Necht’ pro s.v. n platı́ an ≤ bn ≤ cn a ∃ lim an = lim cn = L

Pak ∃ lim bn a je: lim bn = L. ◭

Věta (O limitě monotónnı́ posloupnosti)

◮ Necht’ {an} je monotónnı́ a ohraničená posloupnost. Potom je
konvergentnı́, tj. má vlastnı́ limitu. ◭

Věta ◮ Monotónnı́ a neohraničená posloupnost má limitu:

+∞ pro posloupnost rostoucı́, nebo neklesajı́cı́,
−∞ pro posloupnost klesajı́cı́, nebo nerostoucı́.

1s.v. n znamená skoro všechna n, jinými slovy: od jistého n počı́naje.
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Geometrická posloupnost

Přı́klad: ◮ Ukažte, že lim qn = 0 pro |q| < 1
= 1 pro q = 1
=∞ pro q > 1

neexistuje pro q ≤ −1

Důkaz:

1) Předpokládáme
0 < q < 1 | · qn, označı́me an = qn

0 < qn+1 < qn ⇒ an+1 < an ⇒ posloupnost je klesajı́cı́ a je omezená
a1 > a2 > . . . > an . . . > 0 ⇒ má vlastnı́ limitu L.

lim qn = lim qn+1 = L

lim qn+1 = q lim qn ⇒ L = q · L ⇒ L(1− q) = 0 ⇒ L = 0. cbd. ◭

Zbylé si jistě pilný čtenář dokáže sám.
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Eulerovo čı́slo

Na závěr jedna důležitá limita

lim
n→∞

(

1 +
1

n

)n

= e

Zde e je Eulerovo čı́slo, které je iracionálnı́ a transcendentnı́.

e
.
= 2.718281828459045
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Děkuji za pozornost
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