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Definice matice

Definice

◮ Matice A typu (m,n) je m× n čı́sel uspořádaných do m řádků a
n sloupců. ◭

A =











a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn











,

aij je prvek matice, čı́slu i se řı́ká řádkový index, čı́slo j je sloupcový
index,

(ai1 ai2 . . . ain)
ozn
= ai∗ je i-tý řádek,
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Definice matice











a1j
a2j
...

amj











ozn
= a

∗j = (a1j a2j . . . amj)
T je j-tý sloupec.

Někdy se použı́vá zápis: A = (aij), i ∈ {1, 2, . . . ,m}, j ∈ {1, 2, . . . ,n}.

Matice typu (m,n), kde m 6= n − je obdélnı́ková,
kde m = n − je čtvercová.

Matice A = (aij), kde (aij) = 0 pro ∀ i, j, se nazývá nulová matice.
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Rovnost matic, součet matic, násobek matice

Rovnost matic: A = B, jestliže a) jsou stejného typu,
b) aij = bij pro ∀ i, j.

Sčı́tánı́ matic: A a B jsou typu (m,n). Součet matic A+ B = C,
kde C je typu (m,n) a cij = aij + bij pro ∀ i, j.

Násobenı́ matice čı́slem: A je typu (m,n), k ∈ R. Násobek matice
k ·A = D, kde dij = k · aij pro ∀ i, j.

Množina všech matic typu (m,n) je uzavřená na takto definované
sčı́tánı́ a násobenı́ reálným čı́slem.
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Věta

Věta ◮ Množina všech matic typu (m,n) s výše uvedenými
operacemi sčı́tánı́ a násobenı́ čı́slem tvořı́ LP. Nulový prvek je nulová
matice. ◭

Přı́klad: ◮ Množina

B =

{[

1 0
0 0

]

,

[

0 1
0 0

]

,

[

0 0
1 0

]

,

[

0 0
0 1

]}

tvořı́ (standardnı́)

bázi v LP všech čtvercových matic 2× 2.
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Gaussova eliminace a matice

GE se provádı́ pomocı́ následujı́cı́ch tzv. elementárnı́ch úprav:

1 přehozenı́ řádků

2 vynásobenı́ řádku nenulovým čı́slem

3 přičtenı́ násobku řádku k jinému řádku

4 odstraněnı́ nebo přidánı́ nulového řádku
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Gaussova eliminace a matice

Přı́klad: ◮ Máme matici A a provedeme GE.

A =









1 2 3 4 5
2 3 4 4 7
1 1 1 3 4
3 5 7 8 12









−2 −1 −3

�

�

�

∼









1 2 3 4 5
0 −1 −2 −4 −3
0 −1 −2 −1 −1
0 −1 −2 −4 −3









∼





1 2 3 4 5
0 1 2 4 3
0 0 0 3 2



 = B A ∼ B

◭

Dá se ukázat, že LOB řádků matice A je roven LOB řádků matice B a
řádky matice B jsou LNZ ⇒ řádky matice B tvořı́ bázi LOB řádků
matice A.
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Hodnost matice

Definice

◮ Hodnost matice A je maximálnı́ počet LNZ řádků matice, značı́me
h(A). ◭

h(A) = dim (LOB řádků matice).

Gaussova eliminace (elementárnı́ úpravy) neměnı́ hodnost matice.
Jestliže matice B vznikla z matice A elementárnı́mi úpravami, pak
h(A) = h(B).

Poznámka: Matice B z poslednı́ho přı́kladu se nazývá hornı́
trojúhelnı́ková - má pod hlavnı́ diagonálou nuly.
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Hornı́ trojúhelnı́ková matice

Věta ◮ Hornı́ trojúhelnı́ková matice má vždy LNZ řádky. ◭

Věta ◮ Každou matici lze konečným počtem kroků Gaussovy
eliminace převést na hornı́ trojúhelnı́kovou matici. ◭

Důsledek

h(A) = počet nenulových řádků v hornı́ trojúhelnı́kové matici, kterou
dostaneme z matice A Gaussovou eliminacı́.
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Transponovaná matice

Definice

◮ Necht’ A = (aij) je typu (m,n). Pak matice AT = (aTij) = (aji) typu

(n,m) se nazývá transponovaná k A. ◭

Přı́klad: ◮

A =

[

1 2 3
3 4 5

]

AT =





1 3
2 4
3 5





◭

Platı́: (AT)T = A.
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Transponovaná matice

Věta ◮ Pro každou matici A je h(A) = h(AT) ⇒ h(A) je počet
lineárně nezávislých sloupců. ◭

Věta ◮ Je-li A typu (m,n), pak h(A) ≤ mim(m,n). ◭
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Součin matic

Definice

◮ Necht’A je typu (m,n), B je typu (n, k). Potom součin matic A, B
je matice C = A · B typu (m, k), která má prvky

cij =
n

∑

l=1

ail blj = ai∗ · b∗j i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , k ◭

! Podmı́nka, aby šly matice znásobit:
prvnı́ má tolik sloupců, co druhá řádků !

Násobenı́ matic obecně nenı́ komutativnı́. A · B 6= B ·A
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Součin matic

Věta ◮ Necht’matice A, B, C jsou patřičného typu. Pak:

1) (A · B) · C = A · (B · C)

2) (A + B) · C = A · C+ B · C

3) C · (A+ B) = C ·A+ C · B

4) k(A · B) = (kA) · B = A · (kB)

5) (A · B)T = BT ·AT
◭

Jestliže čtvercové matice stejného typu splňujı́: A · B = B ·A, řı́káme,
že komutujı́.
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Jednotková matice

Definice

◮ Čtvercová matice E typu (n,n) se nazývá jednotková, jestliže

eij = δ
∗)
ij pro i, j = 1, 2, . . . ,n.

E =











1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1











, na diagonále jsou 1, jinde 0. ◭

*) Takzvané Kroneckerovo delta: δij =

{

1 pro i = j
0 pro i 6= j.

Platı́: pro každou matici Ann je AE = EA = A.
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Inverznı́ matice

Definice

◮ Necht’A je čtvercová typu (n,n), E jednotková typu (n,n).
Matici B typu (n,n), která splňuje A · B = B ·A, nazýváme
inverznı́ matice k matici A a značı́me ji B = A−1. ◭

Věta ◮ Pokud existuje A−1, je dána jednoznačně. ◭

Věta ◮ Matice Ann má inverznı́ matici právě, když h(A) = n,
tj. řádky matice jsou LNZ. ◭

Definice

◮ Čtvercová matice Ann se nazývá regulárnı́, pokud
h(A) = n = počet řádků. Je-li h(A) < n je matice singulárnı́. ◭
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Inverznı́ matice

Věta ◮ Necht’Ann, Bnn jsou regulárnı́. Potom i C = A · B
je regulárnı́ a C−1 = B−1 ·A−1

◭

Výpočet A−1 Gauss-Jordanovou eliminacı́ (GJ).

GJ eliminace převádı́ pomocı́ elementárnı́ch úprav obdélnı́kovou
matici (A|E) na (E|A−1).

Přı́klad: ◮ Určete A−1 pro A =





1 2 3
−1 0 1
2 2 1



 .

Řešenı́ :

(A|E) =





1 2 3 1 0 0
−1 0 1 0 1 0
2 2 1 0 0 1



 ∼

⌈

vyrobı́me nuly
v prvnı́m sloupci

⌋

∼
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GJ eliminace

∼





1 2 3 1 0 0
0 2 4 1 1 0
0 −2 −5 −2 0 1



 ∼

⌈

vyrobı́me nulu
v druhém sloupci

⌋

∼

∼





1 2 3 1 0 0
0 2 4 1 1 0
0 0 −1 −1 1 1



 ∼









vyrábı́me nuly
nad hlavnı́
diagonálou







 ∼

∼





1 2 0 −2 3 3
0 2 0 −3 5 4
0 0 −1 −1 1 1



 ∼





1 0 0 1 −2 −1
0 2 0 −3 5 4
0 0 −1 −1 1 1



 ∼
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GJ eliminace

∼









zbývá zajistit
jedničky

na diagonále







 ∼





1 0 0 1 −2 −1
0 1 0 −3/2 5/2 2
0 0 1 1 −1 −1





Amáme inverznı́ matici

A−1 =





1 −2 −1
−3/2 5/2 2

1 −1 −1





Kontrola: přesvědčı́me se, že A ·A−1 = A−1 ·A = E.
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Maticová rovnice

Inverznı́ matice umožňuje řešit maticové rovnice.

Přı́klad: ◮ Vyřešte maticovou rovnici pro neznámou matici X:

X = 2A−AX, kde A =





1 0 1
2 1 0
0 −1 −1



 .

Řešenı́ : Postupně rovnici upravı́me

X+AX = 2A
EX+AX = 2A
(E+A)X = 2A

X = (E+A)−1 · 2A















⇒ X =





2 −1 −2
0 1 1

−2 2 6



.

◭
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