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Definice lineárnı́ kombinace

Definice

◮ Lineárnı́ kombinacı́ (LK) vektorů x1, x2, . . . , xn ∈ L, kde L je LP,
rozumı́me vektor

x =

n
∑

i=1

ki xi, čı́sla ki ∈ R, i = 1, 2, . . . ,n

jsou koeficienty lineárnı́ kombinace; x ∈ L. ◭

Jsou-li všechny koeficienty lineárnı́ kombinace nulové, nazýváme
kombinaci triviálnı́. Je-li alespoň jeden koeficient nenulový, lineárnı́
kombinace je netriviálnı́.
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Věta

Věta ◮ Triviálnı́ kombinace jakýchkoli vektorů (ovšem všechny musı́
být ze stejného lineárnı́ho prostoru) je rovna nulovému vektoru. ◭

Důkaz je také triviálnı́, tak ho nebudeme dělat.
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Definice lineárnı́ (ne)závislosti

Definice

◮ Skupina vektorů x1, x2, . . . , xn je lineárně závislá (LZ), jesliže
∃ netriviálnı́ lineárnı́ kombinace těchto vektorů, která je rovna
nulovému vektoru.
(Tj. ∃ k1, . . . , kn taková, že alespoň jedno ki 6= 0 a zároveň
n

∑

i=1

ki xi = o.)

Skupina vektorů je lineárně nezávislá (LNZ), nenı́-li lineárně závislá.
Tj. pouze triviálnı́ lineárnı́ kobinace je rovna nulovému vektoru. ◭
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Přı́klad: ◮ Jsou dány vektory z R3 :

a = (1, 1, 1), b = (3, 2, 0), c = (0,−1,−3).

Zjistěte, zda jsou L(N)Z.

Řešenı́ : Položı́me k1a+ k2b+ k3c = o. Máme vektorovou rovnici, která
představuje soustavu třı́ rovnic pro tři neznámé k1, k2, k3. Pokud má
soustava jediné řešenı́ k1 = k2 = k3 = 0, tedy pouze triviálnı́ lineárnı́
kombinace je rovna nulovému vektoru, jsou zadané vektory LNZ.
Jestliže existuje i netriviálnı́ (nenulové) řešenı́ soustavy, to znamená, že
existuje netrivilnı́ lineárnı́ kombinace zadaných vektorů, která je rovna
nulovému vektoru, pak jsou vektory LZ.
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Soustava rovnic pro neznámé k1, k2, k3 je

k1 + 3k2 = 0
k1 + 2k2 − k3 = 0
k1 − 3k3 = 0

→









napı́šeme
matici

soustavy









∼





1 3 0
1 2 −1
1 0 −3





−1

�

�

∼

∼





1 3 0
0 −1 −1
0 −3 −3



 −3

�

∼





1 3 0
0 −1 −1
0 0 0



 ⇒
k1 + 3k2 = 0

−k2 − k3 = 0
0 = 0

⇒ Řešenı́ je nekonečně mnoho závislých na jednom parametru

k = (−3p, p, −p), p ∈ R.
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Existuje tedy netriviálnı́ lineárnı́ kombinace vektorů a, b, c,

např. při volbě p = 1 je k = (−3, 1, −1)

a dostáváme −3a+ b− c = o. Vektory a, b, c jsou proto LZ. ◭

Poznámka: Jsou-li vektory lineárně závislé, lze alespoň jeden z nich
vyjádřit coby lineárnı́ kombinaci ostatnı́ch. Z poslednı́ rovnice je např.
c = −3a+ b. Ještě o tom bude řeč.
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Přı́klad: ◮ Jsou dány vektory a = (1, 1, 1), b = (3, 2, 0), c = (0, 1, 2).
Zjistěte L(N)Z.

Řešenı́ : Utvořı́me lineárnı́ kombinaci daných vektorů

k1 (1, 1, 1) + k2 (3, 2, 0) + k3 (0, 1, 2) = (0, 0, 0).

a určı́me, kdy je rovna nulovému vektoru. Dostaneme soustavu

k1 + 3k2 = 0
k1 + 2k2 + k3 = 0
k1 + 2k3 = 0

→





1 3 0
1 2 1
1 0 2



 ∼





1 3 0
0 −1 1
0 0 −1





⇒ k1 = k2 = k3 = 0 ⇒ Vektory jsou LNZ. (Žádný z nich nelze
vyjádřit jako lineárnı́ kombinaci ostatnı́ch.) ◭
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Přı́klad: ◮ Máme lineárnı́ prostor všech funkcı́, definovaných na R a
uvažujeme tři funkce f, g, h : f(x) = sin x, g(x) = cos x, h(x) = 4.
Zjistěte, zda f, g, h jsou L(N)Z.

Řešenı́ : Postupujeme jako v předešlém přı́kladu. Položı́me

α f(x) + β g(x) + γ h(x) = 0 pro ∀x ∈ R.

Postupně volı́me vhodná x.

x = 0 : α sin 0+ β cos 0+ 4 γ = 0 ⇒ β + 4γ = 0 β = −4γ

x =
π

2
: α sin

π

2
+ β cos

π

2
+ 4 γ = 0 ⇒ α+ 4γ = 0 α = −4γ

x = −
π

2
: α sin

(

−
π

2

)

+ β cos
(

−
π

2

)

+ 4 γ = 0 ⇒ α = 4γ

Rovnice splňujı́ pouze α = β = γ = 0, a tedy vektory (funkce) jsou
lineárně nezávislé. ◭
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Poznámka

Poznámka: Lineárnı́ nezávislost funkcı́ z předchozı́ho přı́kladu
znamená, že žádnou z nich nemůžeme vyjádřit jako lineárnı́
kombinaci ostatnı́ch.

Ale platı́: 4 = 4 (sin2 x+ cos2 x).

Zde ovšem na pravé straně nenı́ lineárnı́ kombinace funkcı́ sinus a
kosinus.
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Přı́klad: ◮ Zjistěte lineárnı́ (ne)závislost funkcı́ f, g, h z FR
f(x) = sin2 x, g(x) = 3 cos2 x, h(x) = 4.

Řešenı́ : Vyjdeme opět z lineárnı́ kombinace

α sin2 x+ 3β cos2 x+ 4γ = 0 pro ∀x ∈ R a dosadı́me zvolená x.

x = 0 : 3β + 4γ = 0

x =
π

2
: α+ 4γ = 0

x =
π

4
:

1

2
α+

3

2
β + 4γ = 0

Soustavu řešı́: α = −12p, β = −4p, γ = 3p, p ∈ R

Snadno se přesvědčı́me, že stejné koeficienty dávajı́ nulovou lineárnı́
kombinaci pro ∀ x. Funkce jsou tedy lineárně závislé, nebot’existuje
jejich netriviálnı́ lineárnı́ kombinace, která je pro ∀ x rovna nulovému
vektoru (funkci). ◭
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Přı́klad: ◮ Máme LNZ vektory u, v, w ∈ L, L je LP. Definujeme

x = 2u− v, y = u+ 3v − 2w, z = v+ aw, a ∈ R.

Pro které hodnoty a jsou vektory x, y, z LNZ?

Řešenı́ : Vytvořı́me lineárnı́ kombinaci vektorů x, y, z a položı́me ji
rovnu nulovému vektoru

k1(2u − v) + k2(u+ 3v− 2w) + k3(v+ aw) = o.

Levou stranu upravı́me

(2k1 + k2)u+ (−k1 + 3k2 + k3)v+ (−2k2 + a k3)w = o

a využijeme LNZ vektorů u, v, w.
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Dostaneme soustavu

2k1 + k2 = 0
−k1 + 3k2 + k3 = 0

−2k2 + ak3 = 0
→ k1 = −

k2
2

, k3 =
2k2
a

, a 6= 0.

Dosadı́me do 2. rovnice a vyjde:
7a+ 4

2a
k2 = 0 ⇒

Je-li a = −
4

7
soustava má∞ řešenı́ ⇒ x, y, z jsou LZ.

Je-li a 6= −
4

7
, a 6= 0 vektory jsou LNZ.

Zbývá vyšetřit a = 0. Zjistı́me, že vektory jsou rovněž LNZ.

Závěr: Vektory x, y, z jsou LNZ pro a 6= −
4

7
. ◭
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Vlastnosti lineárnı́ (ne)závislosti

Věta ◮ Máme vektory x1, x2, . . . , xn, které jsou prvky lineárnı́ho
prostoru L. Pak platı́:

1) LNZ nebo LZ vektorů x1, x2, . . . , xn, se nezměnı́ při změně
pořadı́ vektorů.

2) Je-li pro nějaké i ∈ {1, 2, . . . ,n} xi = o, jsou vektory LZ.

3) Jestliže ∃ i, j tak, že xi = xj, jsou vektory LZ.

4) Jsou-li x1, . . . , xn LZ a xn+1 ∈ L, pak x1, . . . , xn, xn+1 jsou též LZ.

5) Jsou-li x1, . . . , xn LNZ, pak i x1, . . . , xn−1 jsou LNZ.

6) Samotný vektor x1 braný jako skupina je LNZ, právě když
x1 6= o. ◭
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Vlastnosti lineárnı́ (ne)závislosti

Důkaz: ◮

ad 1) O L(N)Z vektorů rozhoduje jejich lineárnı́ kombinace,
a ta se záměnou pořadı́ vektorů neměnı́ (sčı́tánı́ vektorů
je komutativnı́).

ad 2) Předpokládáme, že x1 = o, pak pro k1 = 1,

k2 = k3 = . . . = kn = 0 je
n

∑

i=1

ki xi = o

netriviálnı́ LK rovná nul. vektoru, ⇒ vektory jsou LZ.

ad 3) Předpokládáme x1 = x2. Stačı́ volit k1 = −k2, ki = 0
pro i = 3, . . . ,n a máme netriviálnı́ LK, která je rovna
nulovému vektoru.
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Vlastnosti lineárnı́ (ne)závislosti

ad 4) x1, . . . , xn jsou LZ⇒ ∃ netriviálnı́ LK
n

∑

i=1

ki xi = o.

Pak ale lineárnı́ kombinace
n+1
∑

i=1

ki xi, kde kn+1 = 0, je

netriviálnı́ a rovna nulovému vektoru.

ad 5) x1, . . . , xn jsou LNZ, předpokládáme, že x1, . . . , xn−1 jsou LZ.

Potom musı́ existovat netriviálnı́ LK
n−1
∑

i=1

ki xi = o.

Podle bodu 4) ⇒ ∃ netriviálnı́ LK
n

∑

i=1

ki xi = o, což je spor,

takže vektory x1, . . . , xn−1 jsou LNZ.
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Vlastnosti lineárnı́ (ne)závislosti

ad 6) Je-li vektor x1 = o, je podle bodu 2) LZ.

Předpokládáme x1 6= o.
Je-li x1 LZ, ∃ k 6= 0, že k x1 = o. Podle vlastnostı́ nulového
vektoru by však muselo x1 = o. To je spor s předpokladem,
a tedy x1 6= o je LNZ. ◭
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Přı́klad: ◮ Máme vektory x1, . . . , xm z lineárnı́ho prostoru Rn.
Dokažte, že pro m > n jsou vektory LZ.

Důkaz: Sestavı́me lineárnı́ kombinaci

m
∑

i=1

ki xi a položı́me ji rovnu nulovému vektoru.

To představuje n rovnic pro m neznámých k1, . . . , km.

Provedeme Gaussovu eliminaci a zı́skáme n′ rovnic, kde n′ ≤ n, n′ < m
⇒ m− n′ neznámých můžeme libovolně volit, tedy i nenulově
⇒ vektory jsou LZ. ◭
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Důsledek

Jsou-li n-složkové aritmetické vektory
lineárně nezávislé, je jich nejvýše n.

Je-li n-složkových vektorů vı́c než n,
jsou určitě LZ.
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Přı́klad: ◮ Jsou dány vektory:
x1 = (1, 2, 3), x2 = (0, 1, 1), x3 = (0, 2, 1), x4 = (1, 1,−1), x5 = (2, 1, 0).
Dokažte, že jsou LZ.

Řešenı́ : Ukážeme, že existuje netriviálnı́ LK daných vektorů, která je
rovna nulovému vektoru.

5
∑

i=1

ki xi = o

Vektory majı́ 3 složky, dostaneme tedy 3 rovnice pro 5 neznámých
k1, . . . k5. Matici přı́slušné soustavy jsme postupně upravili





1 0 0 1 2
2 1 2 1 1
3 1 1 −1 0





−2 −3

�

�

∼





1 0 0 1 2
0 1 2 −1 −3
0 1 1 −4 −6



 −1

�

∼
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∼





1 0 0 1 2
0 1 2 −1 −3
0 0 −1 −3 −3



 ⇒ k4, k5 můžeme volit,

tj. existuje netriviálnı́ lineárnı́ kombinace daných vektorů,
tudı́ž jsou LZ. ◭
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Věta

Věta ◮ Předpokládáme n ≥ 2. Vektory x1, . . . , xn jsou LZ
právě, když ∃ r ∈ {1, . . . ,n}, že

xr =
n

∑

i=1
i6=r

ki xi

To znamená, že alespoň jeden z vektorů jde vyjádřit jako lineárnı́
kombinace ostatnı́ch.

Důsledek

Dva vektory jsou LZ právě, když jeden je násobek druhého.
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Geometrické vektory

Geometrický vektor je orientovaná úsečka umı́stěná do počátku.

součet vektorů

a

a+ b

b
a

ka

násobek vektoru
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Vlastnosti geometrických vektorů

1) Dva vektory jsou LZ právě, když ležı́ v jedné přı́mce.

2) Jsou dány dvě LNZ orientované úsečky, pak libovolný
vektor v rovině úseček je jejich lineárnı́ kombinacı́.

3) Jestliže u, v, w ležı́ v rovině, pak jsou LZ.

4) Jsou-li u, v LNZ a w neležı́ v rovině u, v,
pak u, v, w jsou LNZ.

5) Jsou-li u, v, w LNZ, pak množina všech lineárnı́ch
kombinacı́ au+ bv+ cw představuje úsečky, jejichž koncové
body vyplnı́ celý prostor R3.
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