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Definice linedrni kombinace

vektortix, xp, ..., x, € L, kde Lje LD,
rozumime vektor

n
x= E kix;, Ccislaki eR,i=1,2,...,n
i=1
jsou koeficienty linedrni kombinace; x € L.
Jsou-li vSechny koeficienty linearni kombinace nulové, nazyvame

kombinaci . Je-li alespor jeden koeficient nenulovy, linearni
kombinace je
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Véta

Véta » Trividlni kombinace jakychkoli vektorti (oviem vSechny musi
byt ze stejného linearniho prostoru) je rovna nulovému vektoru. <

Diikaz je také trividlni, tak ho nebudeme délat.
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Definice linedrni (ne)zavislosti

Skupina vektorti x1, x2, ..., x, je (LZ), jeslize
d netrividlni linedrni kombinace téchto vektor, ktera je rovna
nulovému vektoru.

(Tj. 3 k1, ..., k, takova, Ze alesponi jedno k; # 0 a zaroven
n
Z ki X = 0.)
i=1
Skupina vektort je (LNZ), neni-li linearné zavisla.

Tj. pouze trividlni linearni kobinace je rovna nulovému vektoru.
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Piiklad: » Jsou dany vektory z R® :
a=(1,1,1), b= (3,2,0), c=(0,-1,-3).
Zjistéte, zda jsou L(N)Z.

Reseni: Polozime kya + kob + ksc = 0. Mame vektorovou rovnici, ktera
pfedstavuje soustavu tfi rovnic pro tfi neznamé kq, kp, k3. Pokud ma
soustava jediné feseni k; = ky = k3 = 0, tedy pouze trivialni linearni
kombinace je rovna nulovému vektoru, jsou zadané vektory LNZ.
Jestlize existuje i netrividlni (nenulové) feSeni soustavy, to znamena, ze
existuje netrivilni linedrni kombinace zadanych vektort, ktera je rovna
nulovému vektoru, pak jsou vektory LZ.
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Soustava rovnic pro neznamé ki, ky, k3 je

k1 + 3ko =0 napiSeme 1 3 0 -1
kit +2ko — ks = 0 — matici ~ 1 2 -1 J o~
k1 —3ks = 0 | soustavy 1 0 -3 J

o

1 3 0 1 3 0 ky + 3k, = 0
~10 -1 1| 3~|0 -1 -1|= —ky—ky =
0 -3 -3 J Lo o0 o 0 =0

= Reseni je nekone¢né mnoho zavislych na jednom parametru

k= (-3p,p, —p), peR
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Existuje tedy netrividlni linedrni kombinace vektorti a, b, c,
napf. pfivolbép =1je k = (-3, 1, —1)
a dostavdme —3a + b — ¢ = 0. Vektory a, b, cjsou proto LZ. <

Pozndmka: Jsou-li vektory linearné zavislé, 1ze alespon jeden z nich
vyjadfit coby linedrni kombinaci ostatnich. Z posledni rovnice je napft.
¢ = —3a + b. Jesté o tom bude fecl.
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Piiklad: » Jsou dany vektory a = (1,1,1), b = (3,2,0), ¢ = (0,1,2).
Zjistéte L(N)Z.

Regeni: Utvotime linedrni kombinaci danych vektorti
ki (1,1,1) + k2 (3,2,0) + k3 (0,1,2) = (0,0,0).

a ur¢ime, kdy je rovna nulovému vektoru. Dostaneme soustavu
k1 + 3k =0 1 30 1 3 0
ki+2k+ks = 0 —- |1 2 1 |~|0 -1 1
k1 +2ks = 0 1 0 2 0 0 -1

= ki =ky=k3 =0 = Vektoryjsou LNZ. (Zédn}’l z nich nelze
vyjadfit jako linedrni kombinaci ostatnich.) <
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Priklad: » Mame linearni prostor viech funkci, definovanychna R a
uvazujeme tfi funkce f, g, h:  f(x) =sinx, g(x) = cosx, h(x) = 4.
Zjistéte, zda f, g, hjsou L(N)Z.

Reseni: Postupujeme jako v predeslém piikladu. PoloZzime

af(x) + Bg(x) +~vh(x) =0proVx € R.

Postupné volime vhodna x.

x=0: asin0+8cos0+47=0 = g+4y=0 [=—-4y

x:g: asing+ﬁcosg+47:0 = a+4y=0 a=—-4y

x:—g:asin(—g>+ﬂcos<—g>+4’y=0:> o =4y
Rovnice splituji pouze o = 3 = v = 0, a tedy vektory (funkce) jsou
linedrné nezavislé. <
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Poznamka

Pozndmka: Linearni nezavislost funkci z pfedchoziho pirikladu
znamena, Ze zddnou z nich nemtZeme vyjadfit jako linearni
kombinaci ostatnich.

Ale plati: 4 = 4 (sin? x + cos? x).

Zde ovsem na pravé strané neni lineadrni kombinace funkci sinus a
kosinus.
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Priklad: » Zjistéte linearni (ne)zavislost funkcif, g, h z Fr
f(x) =sin?x, g(x) =3cos?x, h(x) = 4.

Reseni: Vyjdeme opét z linearni kombinace

a sin?x + 33 cos? x + 4y = 0 pro Vx € R a dosadime zvolena x.
x=0: 38+4y=0

x:g: a+4y=0
T 1 3

Soustavu fesi: o« = —12p, [ =—-4p, 7=3p,peR

Snadno se presvédcime, Ze stejné koeficienty davaji nulovou linearni
kombinaci pro V x. Funkce jsou tedy linedrné zavislé, nebot’existuje
jejich netrivialni linedrni kombinace, kter4 je pro V x rovna nulovému
vektoru (funkci). <
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Priklad: » Mame LNZ vektory u, v, w € L, Lje LP. Definujeme
x=2u—v,y=u+3v—-2w, z=v+aw, a € R.
Pro které hodnoty a jsou vektory x, y, z LNZ?

Reseni: Vytvofime linedrni kombinaci vektort x, y, z a poloZime ji
rovnu nulovému vektoru

k1(2u —v) + kp(u + 3v — 2w) + k3(v + aw) = o.
Levou stranu upravime
(2k1 + ko)u + (—ky + 3kp + k3)v + (—2ky +aks)w = o

a vyuZzijeme LNZ vektorti u, v, w.
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Dostaneme soustavu

2k + ko =0

k 2k
—k1+3k2+k3 = 0—>k1:—52, k3:—2,a7é0.
—2ky +aks = 0 @
7a+4
Dosadime do 2. rovnice a vyjde: az—; k=0 =
4
Je-li a= — soustavama oo feSeni = x, y, z jsouLZ.
4
Je-li a# — @ # 0 vektory jsou LNZ.

Zbyva vysettita = 0. Zjistime, Ze vektory jsou rovnéz LNZ.

4
Zaveér: Vektory x, y, zjsou LNZ proa # —
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Vlastnosti linearni (ne)zavislosti

Véta »  Mame vektory x1, x2, ..., x,, které jsou prvky linedrniho
prostoru L. Pak plati:

1)

2)
3)
4)
5)
6)

LNZ nebo LZ vektorti x1, x3, ..., xy, se nezméni pii zméné
poradi vektorti.

Je-li prongjakéi € {1,2,...,n} x; = o, jsou vektory LZ.

Jestlize 31, j tak, Ze x; = xj, jsou vektory LZ.

Jsou-lixg,...,x, LZax,1 € L, pakxy,...,x,, Xy41 jsou téz LZ.
Jsou-lixg,...,x, LNZ, paki xq,...,x,1 jsouLNZ.

Samotny vektor x; brany jako skupina je LNZ, pravé kdyz
x1 # 0. |
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Vlastnosti linearni (ne)zavislosti

Diikaz: »

ad 1) O L(N)Z vektorti rozhoduje jejich linedrni kombinace,
a ta se zaménou potadi vektort neméni (s¢itani vektora
je komutativni).

ad 2) Predpokladédme, Ze x; = o, pak prok; =1,
n
kp=ks=...=k,=0 jeZkixizo

i=1
netrivialni LK rovné nul. vektoru, = vektory jsou LZ.

ad 3) Predpokladame x; = x. Stac¢i volit k; = —ky, k; =0
pro i =3,...,n amame netrivialni LK, ktera je rovna
nulovému vektoru.
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Vlastnosti linearni (ne)zavislosti

n
ad 4) x1,...,x,jsou LZ = Jnetrividlni LK Zki x; = o.

i=1
n—+1 l
Pak ale linearni kombinace Zki xi, kde k,+1 =0, je
i=1

netrividlni a rovna nulovému vektoru.
ad 5) x1,...,x, jsou LNZ, predpoklddame, Ze x4, . .., x,_1 jsou LZ.
n—1
Potom musi existovat netrividlni LK Z kix; = o.
i=1
n
Podle bodu 4) = dnetrividlni LK Z kix; = o, coz je spor,

i=1
takZe vektory x4, ... ,x,_1 jsou LNZ.
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Vlastnosti linearni (ne)zavislosti

ad 6) Je-li vektor x; = o0, jepodlebodu?2)LZ.

Predpokladame x; # o.

Je-li x;1 LZ, 3k #0, ze kxi; = 0. Podle vlastnosti nulového
vektoru by vSak muselo x; = 0. Toje spor s pfedpokladem,
atedy x; #0 jeLNZ <
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Priklad: » Mame vektory x1, ..., x,, z linedrniho prostoru R".
DokaZzte, ze pro m > n jsou vektory LZ.

Diikaz: Sestavime linedrni kombinaci

m
E kix; a poloZzime ji rovnu nulovému vektoru.
i=1

To pfedstavuje n rovnic pro m neznamych ki, ..., ky,.

Provedeme Gaussovu eliminaci a ziskdme #n’ rovnic, kden’ < n, n’ <m
= m — n’ nezndmych mtZeme libovolné volit, tedy i nenulové

= vektory jsou LZ. <
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Jsou-li n-slozkové aritmetické vektory
linedrné nezavislé, je jich nejvyse n.

Je-li n-slozkovych vektorti vic nez n,

jsou urcité LZ.

«O>» «Fr» «E»>» < A

it
v



Piiklad: » Jsou dany vektory:
x1 =(1,2,3), x2 =(0,1,1), x3 =(0,2,1), x4 = (1,1,-1), x5 = (2,1,0).
Dokazte, Ze jsou LZ.

Reseni: UkaZeme, Ze existuje netrivialni LK danych vektori, ktera je
rovna nulovému vektoru.

5
E kixi=o0
i=1

Vektory maji 3 slozky, dostaneme tedy 3 rovnice pro 5 neznamych
ki, ...ks. Matici pfislusné soustavy jsme postupné upravili

100 127 -2 -3 100 1 2
212 11 J ~l012 -1 -3| -1~
311 -10 J 011 -4 —6 J
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10 0 1 2
~[0 1 2 -1 -3 | = kg, ks miZeme volit,
00 -1 -3 -3

tj. existuje netrivialni linedrni kombinace danych vektort,
tudiz jsou LZ. <

Helena Rihova (CVUT) Linearni nezavislost 8. fijna 2010  22/25



Véta

Véta » Predpokladame n > 2. Vektory xq,...,x, jsouLZ
pravé, kdyz 3re {1,...,n}, ze

n
Xy = E kl-xl-
i=1
i#r

To znamena, Ze alespori jeden z vektort jde vyjadtit jako linedrni
kombinace ostatnich.

Dva vektory jsou LZ pravé, kdyz jeden je ndsobek druhého.
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Geometrické vektory

je orientovana tisecka umisténa do pocatku.

soucet vektort nasobek vektoru
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Vlastnosti geometrickych vektort

1) Dva vektory jsou LZ pravé, kdyz lezi v jedné pfimce.

2) Jsou dany dvé LNZ orientované tsecky, pak libovolny
vektor v roviné tisecek je jejich linedrni kombinaci.

3) Jestlize u, v, w lezi v roving, pak jsou LZ.

4) Jsou-liu, v LNZa w nelezi v roviné u, v,
paku, v, w jsou LNZ.

5) Jsou-liu, v, w LNZ, pak mnoZzina vSech linearnich
kombinaci au + bv + cw pfedstavuje tsecky, jejichz koncové
body vyplni cely prostor R®.
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