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Úvod

Aby nedošlo k zmýlené a zklamánı́ očekávánı́: to, co následuje, nenı́
učebnı́ text, ale pouze jakási pomocná berlička při pronikánı́ do tajů
lineárnı́ algebry a základů diferenciálnı́ho počtu funkce jedné
proměnné. Většinou si to žádá slovnı́ doprovod, který doplnı́ chybějı́cı́.
Anebo si vzı́t k ruce nějaká skripta.
V každém přı́padě tento text sleduje osnovu přednášek.
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Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

C. F. Gauss
byl velký německý matematik a fyzik, který je podepsán pod spoustou
matematických a fyzikálnı́ch teoriı́, tvrzenı́, objevů. Ovlivnil mnoho
disciplı́n - např. geometrii, matematickou analýzu, teorii čı́sel,
astronomii, optiku...

My se budeme zabývat Gaussovou eliminačnı́ metodou řešenı́
soustav lineárnı́ch algebraických rovnic (SLAR). Začneme přı́kladem.
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Přı́klad: ◮ Vyřešte danou soustavu rovnic s neznámými x, y.

3x + 2y = −2
2x − 5y = 24

Řešenı́ soustavy je každá dvojice (x, y), která splňuje obě rovnice.
Jedna dvojice představuje jedno řešenı́. Řešenı́ může být vı́c, nemusı́
však existovat žádné.
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Metody řešenı́ - dosazovacı́

1) Dosazovacı́ metoda

Z prvnı́ rovnice vyjádřı́me x : x =
−2− 2y

3

a dosadı́me do druhé rovnice: 2
−2− 2y

3
− 5y = 24.

Dostaneme jedinou rovnici pro y :
−19

3
y = −

76

3
⇒ y = −4

a dosadı́me zpět do vztahu pro x. Zı́skáme x = 2.

Soustava má tedy jediné řešenı́ x = (2,−4).
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Metody řešenı́ - eliminačnı́

2) Eliminačnı́ metoda

3x + 2y = −2 / · (−2)
2x − 5y = 24 / · 3

∼
3x + 2y = −2

− 19y = 76
⇒

y = −4 a dosazenı́m do prvnı́ rovnice: 3x − 8 = 2 ⇒ x = 2.

Máme kupodivu opět jediné řešenı́, dokonce stejné x = (2,−4). ◭
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Elementárnı́ úpravy

Při řešenı́ soustavy jsme použı́vali úpravy (nazývajı́ se elementárnı́),
které neměnı́ množinu řešenı́ soustavy. Jsou to:

vzájemné přehozenı́ rovnic (jsme sice zatı́m nepoužili, ale, co nenı́,
bude)

vynásobenı́ rovnice nenulovým čı́slem

přičtenı́ násobku rovnice k jiné rovnici

vyhozenı́ rovnice, která se opakuje.
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Matice soustavy

Pro úpravy rovnic při eliminaci jsou podstatné koeficienty
u neznámých a čı́sla na pravých stranách rovnic. Uspořádáme je do
schematu, kterému budeme řı́kat matice∗, resp. rozšı́řená matice
soustavy.

Pro danou soustavu
3x + 2y = −2
2x − 5y = 24

je

matice soustavy

[

3 2
2 −5

]

, rozšı́řená matice soust.

[

3 2 −2
2 −5 24

]

Řádky matice odpovı́dajı́ rovnicı́m, sloupce jsou koeficienty u stejné
neznámé, svislou čarou je oddělen sloupec pravých stran.

∗ Zakladatelem teorie matic byl Arthur Cayley (1821 - 1895), anglický
matematik.
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Úpravy matice soustavy

Mı́sto upravovánı́ rovnic, upravujeme řádky matice soustavy, ušetřı́me
si tı́m něco psanı́.

[

3 2 −2
2 −5 24

]

−2 �

3
∼









k trojnásobku 2. řádku
přičteme minus

dvojnásobek 1. řádku









∼

[

3 2 −2
0 −19 76

]

Pro výslednou matici napı́šeme odpovı́dajı́cı́ soustavu,

3x + 2y = −2
− 19y = 76

, kterou již hravě vyřešı́me. Dojdeme opět

k starému známému řešenı́ x = (2,−4).
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Ještě jeden

Přı́klad: ◮ Vyřešte soustavu:

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 0
2x1 + 4x2 + x3 + 3x4 = 5
3x1 + 6x2 + 4x4 = 5

Řešenı́ : Napı́šeme matici soustavy a upravı́me ji.





1 2 −1 1 0
2 4 1 3 5
3 6 0 4 5





−2 −3

�

�

∼











K 2. řádku přičteme minus
dvojnásobek 1. řádku,

k 3. řádku přičteme minus
trojnásobek 1. řádku.











∼

∼





1 2 −1 1 0
0 0 3 1 5
0 0 3 1 5
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Poslednı́ řádek matice škrtáme, takže přı́slušná soustava je:

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 0
3x3 + x4 = 5

Rovnic je nějak málo. Znamená to, že dvě neznámé můžeme libovolně
volit. Můžeme si vybrat z těchto dvojic:

x1, x3; x2, x3; x1, x4; x2, x4.

Vybereme si dvojici poslednı́ a označı́me neznámé novými pı́smenky
(nenı́ nutné), x4 = u, x2 = v. Vypočı́táme zbývajı́cı́ neznámé.

x3 =
5− u

3
, x1 = −x4 + x3 − 2x2 = −u+

5

3
−

u

3
− 2v =

5

3
−

4

3
u− 2v.

Výsledné řešenı́ můžeme zapsat:

x =

(

5

3
−

4

3
u− 2v, v,

5

3
−

u

3
, u

)

◭
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Řešenı́ je nekonečně mnoho a závisı́ na dvou parametrech.

Jiná volba parametrů: x3 = ũ, x2 = ṽ vede na řešenı́ ve tvaru

x̃ = (−5+ 4ũ− 2ṽ, ṽ, ũ, 5− 3ũ)

Obě řešenı́ musı́ představovat stejnou množinu, tj. pro konkrétnı́ volbu

např. u = 1, v = 2, pro nı́ž x =

(

−
11

3
, 2,

4

3
, 1

)

, musı́ existovat

ũ, ṽ, které dávajı́ stejný vektor řešenı́. Zde ũ =
4

3
, ṽ = 2.
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Algoritmus Gaussovy eliminace

Cı́lem Gaussovy eliminace (GE) je dosáhnout toho, aby v levém
dolnı́m rohu matice soustavy byly nuly tak, abychom snadno
vypočı́tali neznámé. Přesněji, aby v každém dalšı́m řádku matice
(počı́naje druhým) bylo zleva alespoň o jednu nulu vı́c, než v
předchozı́m řádku. Např. takhle (x zastupuje libovolné čı́slo)









x x x x x
0 x x x x
0 0 x x x
0 0 0 x x









,nebo taky takhle









x x x x x
0 0 x x x
0 0 0 x x
0 0 0 x x









,nebo i jinak.
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Procedura - nuly pod a

Nejprve popı́šeme proceduru, která vyrábı́ nuly pod nenulovým
prvkem matice v daném sloupci. Budeme předpokládat, že nenulový
prvek a je na mı́stě kl.
Procedura sestává ze dvou kroků,.

k−tý řádek →





















x · · · x x x · · · x
...

...
...

0 · · · 0 a x · · · x
0 · · · 0 b1 x · · · x

...
...

...
0 · · · 0 bn x · · · x





















∼

↑
l–tý sloupec
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Procedura - nuly pod a

1. krok: Opı́šeme prvnı́ch k řádků,

2. krok: ke (k+1). řádku přičteme
−b1
a

násobek k. řádku,

ke (k+2). řádku přičteme
−b2
a

násobek k. řádku, atd. a konečně

k poslednı́mu řádku přičteme
−bn
a

násobek k. řádku.

Výsledek je matice ∼





















x · · · x x x · · · x
...

...
...

0 · · · 0 a x · · · x
0 · · · 0 0 x · · · x

...
...

...
0 · · · 0 0 x · · · x
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Algoritmus Gaussovy eliminace

G1: Položı́me k = 1, l = 1.

G2: a patřı́ do mı́sta kl. Je-li a = 0 a pod a nuly, zvětšı́me l o jedničku
(l → l+ 1) a opakujeme G2.

G3: Je-li a = 0 a pod nı́m nenulový prvek, prohodı́me řádky tak,
abychom namı́stě kl měli nenulový prvek.

G4: Provedem proceduru - nuly pod a .

G5: Nulový řádek, pokud existuje, vyhodı́me.

G6: Zvětšı́me k, l o jedničku a jdeme na G2.
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Možnosti řešenı́

Jaké jsou možnosti řešenı́:

Vyjde-li poslednı́ řádek matice (0 0 · · · 0 |c), c 6= 0 tj. odpovı́dajı́cı́
rovnice je: 0 · x1 + 0 · x2 + · · · + 0 · xn = c, soustava nemá řešenı́.

Vyjde-li po eliminaci stejně rovnic jako neznámých, soustava má
jediné řešenı́.

Vyjde-li p rovnic pro n neznámých, p < n soustava má nekonečně
mnoho řešenı́ závislých na r parametrech, kde r = n− p.
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