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Uvod

Aby nedoslo k zmylené a zklamani ocekavani: to, co nasleduje, neni
ucebni text, ale pouze jakéasi pomocna berlicka pfi pronikani do taji
linearni algebry a zdklad diferencidlniho poctu funkce jedné
proménné. Vétsinou si to Zada slovni doprovod, ktery doplni chybéjici.
Anebo si vzit k ruce néjaka skripta.

V kazdém ptipadé tento text sleduje osnovu prednasek.
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Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

C. F. Gauss
byl velky némecky matematik a fyzik, ktery je podepsan pod spoustou
matematickych a fyzikalnich teorii, tvrzeni, objevii. Ovlivnil mnoho
disciplin - napi. geometrii, matematickou analyzu, teorii ¢isel,
astronomii, optiku...

My se budeme zabyvat Gaussovou elimina¢ni metodou feSeni
soustav linearnich algebraickych rovnic (SLAR). Za¢neme piikladem.
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Piiklad: » Vyfeste danou soustavu rovnic s neznamymi x, v.

3x + 2y = -2
2x — 5y = 24

Reseni soustavy je kazda dvojice (x,y), ktera spliiuje obé rovnice.
Jedna dvojice piedstavuje jedno feSeni. ReSeni miize byt vic, nemusi
vsak existovat zadné.
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Metody feSeni - dosazovaci

1) Dosazovaci metoda

S
Z prvni rovnice vyjadiime x : x = sz
. . . —-2-2y
a dosadime do druhé rovnice: ZT — 5y =24.
Dostaneme jedinou rovnici pro y : _Tlgy = —? = y=-4

a dosadime zpét do vztahu pro x. Ziskdme x = 2.

Soustava ma tedy jediné feSeni x = (2, —4).
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Metody feSeni - eliminac¢ni

2) Elimina¢ni metoda

3x + 2y = -2 /-(=2) L X+ 2y = 2 N
2x — 5y = 24 /-3 - 19y = 76

y = —4 adosazenim do prvnirovnice: 3x—-8=2 = x=2.

Méme kupodivu opét jediné feseni, dokonce stejné x = (2, —4). <
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Elementéarni Gpravy

Pfi feSeni soustavy jsme pouzivali Gpravy (nazyvaji se ),
které neméni mnoZinu feSeni soustavy. Jsou to:

@ vzajemné pfehozeni rovnic (jsme sice zatim nepouZili, ale, co neni,
bude)

@ vynasobeni rovnice nenulovym ¢islem
@ pficteni nasobku rovnice k jiné rovnici

@ vyhozeni rovnice, ktera se opakuje.
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Matice soustavy

Pro Gpravy rovnic pii eliminaci jsou podstatné koeficienty
unezndmych a ¢isla na pravych stranach rovnic. Uspofddame je do
schematu, kterému budeme fikat

+ 2y = -2 .

Pro danou soustavu 2 o~ By — 24 je
mati usta roz$ifena mati ust 2|2
cesoustavy | , . |, rozsife cesoust. | 5 | o4

Radky matice odpovidaji rovnicim, sloupce jsou koeficienty u stejné
neznamé, svislou ¢arou je oddélen sloupec pravych stran.

« Zakladatelem teorie matic byl Arthur Cayley (1821 - 1895), anglicky
matematik.
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Upravy matice soustavy

Misto upravovéani rovnic, upravujeme fadky matice soustavy, usetfime
si tim néco psani.

[ 3 2 ‘ 9 ] ) k tro]vr}evisobku 2 radku [
d o~ pfi¢teme minus ~

2 DA dvojnasobek 1. fadku 0 —19] 76

3 2 ‘ -2 }
Pro vyslednou matici napiSseme odpovidajici soustavu,

3x + 2y = -2
— 19y = 76’

k starému zndmému feSeni x = (2, —4).

kterou jiz hravé vyfesime. Dojdeme opét
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Jesté jeden

Priklad: » Vyfeste soustavu:

X1 4+ 2% — x3 + x4 = 0
2x7 + 4xp 4+ x3 4+ 3x4 = 5
3X1 + 6X2 + 4X4 = 5

Reseni: NapiSeme matici soustavy a upravime ji.

_ _ _ K 2. fadku pfi¢teme minus
24 133 i ? | | dvojnssobek 1 radku, |
k 3. fadku pficteme minus
36 0 4|5 d trojnasobek 1. fadku.
1 2 -1 1|0
~]100 3 1|5
00 3 115

Helena Rihova (CVUT) Linearni algebra 27. zaii 2010 11/18



Posledni fadek matice Skrtame, takZe p¥islusna soustava je:

0
5

X1 + 2x - X3 + X4
3x3 + x4

Rovnic je néjak mélo. Znamena to, Ze dvé nezndmé mizeme libovolné
volit. MtiZeme si vybrat z téchto dvojic:

X1, X3, X2, X3, X1, X4, X2, X4.

Vybereme si dvojici posledni a ozna¢ime nezndmé novymi pismenky
(neninutné), x4 = u, xp = v. Vypocitdme zbyvajici nezndmé.
5—u 5 u 4

3 x1:—x4+X3—2x2:—u—l—————2v:——§u—2v.

3 3 3
Vysledné feSeni miizeme zapsat:

= E—Z—Lu—Zvv§—E u
*~\373 3T

X3 =

<
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Reseni je nekonecné mnoho a zavisi na dvou parametrech.
Jin& volba parametrti: x3 = 1, x =0 vede na feSeni ve tvaru
Xx=(-5+4u—-20, v, u, 5—3u)
Obé feseni musi piedstavovat stejnou mnozinu, tj. pro konkrétni volbu
11

napi. u=1,v=2,pronizx = <—? 2,

u, v, které davaji stejny vektor feseni. Zde 1 =

, musi existovat

QI

, 0=2.

wlﬂkv
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Algoritmus Gaussovy eliminace

Cilem Gaussovy eliminace (GE) je dosdhnout toho, aby v levém
dolnim rohu matice soustavy byly nuly tak, abychom snadno
vypocitali neznamé. Piesnéji, aby v kazdém dalsim fadku matice
(pocinaje druhym) bylo zleva alespori o jednu nulu vic, nez v

Z Mz

pfedchozim faddku. Napf. takhle (x zastupuje libovolné &islo)

X X X x|x X X X x|x
0 x x x|x 00 x x|x .
00 v x|x ,nebo taky takhle 000 xl|x ,nebo i jinak.
000 x|x 000 x|x
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Procedura - nuly pod a

Nejprve popiSeme proceduru, ktera vyrabi nuly pod nenulovym
prvkem matice v daném sloupci. Budeme pfedpokladat, ze nenulovy
prvek a je na misté kl.

Procedura sestdva ze dvou krok,.

-x e x x x .. x-
k-ty fadek — | 0 --- 0 a x -+ x|
0 0 b «x X
_0 0 bn x .- x_
7

-ty sloupec
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Procedura - nuly pod a

1. krok: OpiSeme prvnich k fadka,
2. krok: ke (k+1). fadku pfi¢teme _Tbl nasobek k. fadku,
ke (k+2). fadku pficteme _sz nasobek k. fadku, atd. a kone¢né

—b
k poslednimu fadku pficteme 7” nasobek k. fadku.

x .. x x x .. x

. . . 0 0 a x x

Vysledek je matice  ~ 0 00 x N
| O 0 0 x x|
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Algoritmus Gaussovy eliminace

Gl: DPolozimek=1, [=1.

G2: a patii do mista k. Je-lia = 0 a pod a nuly, zvétsime [ o jednicku
(I = 14 1) a opakujeme G2.

G3: Je-lia = 0 a pod nim nenulovy prvek, prohodime fadky tak,
abychom namisté kI méli nenulovy prvek.

G4: Provedem proceduru - nuly poda.
G5:  Nulovy fadek, pokud existuje, vyhodime.

G6: Zvétsime k, [ o jedni¢ku a jdeme na G2.
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Moznosti feSeni

Jaké jsou moZznosti feSeni:
@ Vyjde-li posledni fadek matice (00 --- 0 |c), ¢ # 0 tj. odpovidajici
rovniceje:0-x; +0-x +--- +0-x,; = ¢, soustava nema feSeni.

@ Vyjde-li po eliminaci stejné rovnic jako nezndmych, soustava ma
jediné feSeni.

@ Vyjde-li p rovnic pro n neznamych, p < n soustava ma nekonec¢né
mnoho feSeni zavislych na r parametrech, kder = n —p.
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