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Definice limity

Definice

◮ Je dána funkce f : Df ⊂ Rn → R, bod A je hromadný bod Df ,

může ale nemusı́ patřit do Df . Řekneme, že funkce f má v bodě

A ∈ Rn limitu L ∈ R, jestliže ke ∀Uε(L) ∃ okolı́
◦

Uδ (A) tak, že pro

∀ X ∈
◦

Uδ (A) ∩Df je f(X) ∈ Uε(L).

Tj. ke ε > 0 ∃ δ > 0 tak, že pro ∀X ∈ Df ; 0 < d(X,A) < δ je
|f(X) − L| < ε.

Pı́šeme: lim
X→A

f(X) = L

Funkce má nejvýš jednu limitu! ◭
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Věty o limitách

Věta o součtu, rozdı́lu, součinu a podı́lu limit je stejná jako u funkce
jedné proměnné.

Věta ◮

1) Je-li f omezená na
◦

Uδ (A) ⊂ Df a zároveň lim
X→A

g(x) = 0, pak

lim
X→A

f(x) · g(x) = 0.

2) Necht’existuje lim
t→b

h(t), lim
X→A

f(X) = b a existuje
◦

Uδ (A),

že pro ∀ X ∈
◦

Uδ (A) je f(X) 6= b. Pak

lim
X→A

h(f(X)) = lim
t→b

h(t). ◭
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Přı́klad

Přı́klad: ◮ Určete lim
X→O

sin(x2 + y2 + z2)

x2 + y2 + z2

Řešenı́ :

lim
X→O

sin(x2 + y2 + z2)

x2 + y2 + z2
=

⌈

t = x2 + y2 + z2

t → 0

⌋

= lim
t→0

sin t

t
= 1. ◭
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Spojitost

Definice

◮ Je dána funkce f : Df ⊂ Rn → R; A ∈ Df . Řekneme, že f je

spojitá v bodě A, jestliže ke ∀Uε(f(A)) ∃ Uδ(A) tak, že platı́:

Je-li X ∈ Df ∩Uδ(A) ⇒ f(X) ∈ Uε(f(A)).

Jinými slovy: ke ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 tak, že pro ∀X ∈ Df ;

d(X,A) < δ je |f(X)− f(A)| < ε. ◭

Závěr: Funkce f je spojitá v bodě A ∈ Df , právě když A je izolovaný
bod Df , nebo A je hromadný a lim

X→A
f(X) = f(A).
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Parciálnı́ derivace

Definice

◮ Je dána funkce z = f(x, y), bod A = [a, b] je vnitřnı́ bod definičnı́ho
oboru. Potom parciálnı́ derivace funkce f podle proměnné x je

f ′x(A) =
∂f

∂x
(A) = lim

h→0

f(a + h, b) − f(a, b)

h
, za předpokladu,

že limita existuje.

Podobně parciálnı́ derivace funkce f podle proměnné y je

f ′y(A) =
∂f

∂y
(A) = lim

h→0

f(a, b + h) − f(a, b)

h
, za předpokladu,

že limita existuje. ◭
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Geometrický význam parciálnı́ derivace

U funkce jedné proměnné byla derivace f ′(x)|x=a čı́selně rovna
směrnici tečny ke grafu funkce f v bodě a.

x

y

a

T
f(a)

f(x)

f ′(a) = tanα

α

t
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Geometrický význam parciálnı́ derivace

α

β

T

T1

z = f(x, y)

tanα =
∂f

∂x
(T1)

tanβ =
∂f

∂y
(T1)

x

y

z
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Geometrický význam parciálnı́ derivace,tečná rovina

Parciálnı́ derivace funkce f(x, y) podle x je čı́selně rovna směrnici tečny
ke grafu funkce ve směru osy x, podobně pro proměnnou y, viz
obrázek.
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Tečná rovina, totálnı́ diferenciál

Definice

◮ Předpokládáme, že funkce f(x, y) je definována v nějakém okolı́
bodu A[ a, b]. Řı́káme, že

z = p(x − a) + q(y− b) + f(a, b), p, q ∈ R je tečná rovina

k ploše z = f(x, y) v bodě T[ a, b, f(a, b)], jestliže

lim
X→A

r(x, y)

d(X,A)
= 0, kde r(x, y) = f(x, y) − f(a, b) − p(x − a)− q(y − b). ◭

Definice

◮ Předpokládáme, že funkce f(x, y) je definována v nějakém okolı́
bodu A[ a, b]. Řı́káme, že funkce f je diferencovatelná v bodě A
(má v bodě A totálnı́ diferenciál), jestliže existuje lineárnı́ funkce

p(x− a) + q(y− b), p, q ∈ R taková,
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Tečná rovina, totálnı́ diferenciál

že funkce r(x, y), definovaná výše, splňuje

lim
X→A

r(x, y)

d(X,A)
= 0.

Pak funkci p(x− a) + q(y− b) nazýváme totálnı́ diferenciál funkce f
v bodě A a značı́me df, dz, df(X,A).

df(X,A) = p(x− a) + q(y− b), p, q ∈ R. ◭

Platı́

Má-li plocha z = f(x, y) v bodě T[a, b, f(a, b)] tečnou rovinu (nikoli
rovnoběžnou s osou z), pak má funkce z = f(x, y) v bodě A[a, b] totálnı́
diferenciál a naopak.
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Totálnı́ diferenciál

Věta ◮ Necht’funkce f má v bodě A totálnı́ diferenciál, pak je
v bodě A spojitá. ◭

Věta ◮ Necht’funkce f má v bodě A totálnı́ diferenciál, pak má
v bodě A parciálnı́ derivace a platı́:

p =
∂f

∂x
(A) q =

∂f

∂y
(A), tj.

df(X,A) = f ′x(A)(x− a) + f ′y(A)(y − b).

◭
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Totálnı́ diferenciál

Věta ◮ Necht’funkce f má v Uδ(A) parciálnı́ derivace f ′x(X), f
′

y(X)
a tyto derivace jsou spojité v A. Pak má f v bodě A totálnı́ diferenciál
(je v bodě A diferencovatelná). ◭

Platı́

Totálnı́ diferenciál můžeme psát ve tvaru

df(X,A) = f ′x(A)dx+ f ′y(A)dy, přičemž dx, dy

jsou totálnı́ diferenciály funkcı́ ϕ(x, y) = x, ψ(x, y) = y.
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Derivace složené funkce

Věta ◮ Necht’ f, g majı́ totálnı́ diferenciál v bodě A, necht’ h má
totálnı́ diferenciál v bodě B = [f(A), g(A)]. Pak složená funkce h(f, g)
má totálnı́ diferenciál v bodě A a platı́

∂z

∂x
(A) =

∂z

∂u
(B)

∂u

∂x
(A) +

∂z

∂v
(B)

∂v

∂x
(A)

∂z

∂y
(A) =

∂z

∂u
(B)

∂u

∂y
(A) +

∂z

∂v
(B)

∂v

∂y
(A)

kde z = h(u, v), u = f(x, y), v = g(x, y) ◭
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skriptum ČVUT, 2005
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