
Příklady k procvičení

Křivkový integrál I. druhu

a) Pro křivku v R2 danou explicitně: y = g(x) ; x ∈ 〈a, b〉

∫

Γ

f(x, y) dl =

b∫

a

f(g(x))
√

1 + (g′(x))2 dx

b) Pro křivku danou parametricky: x = ϕ(t) ; y = ψ(t) ; t ∈ 〈α, β〉

∫

Γ

f(x, y) dl =

β∫

α

f(ϕ(t), ψ(t))
√

(ϕ̇(t))2 + (ψ̇(t))2 dt

Příklady

1. Zapište alespoň 2 parametrizace následujících křivek:

(a) Úsečka AB, A[2, 5], B[−1, 3]

(b) Dolní půlkružnice x2 + y2 = 9

(c) Pravá polovina elipsy 4x2 + y2 = 4

(d) Prostorová křivka x2 + y2 + z2 = 19 , x ≥ 0 , z ≥ 0 , y =
√

3

Výsledky:

(a) Např. x = 2− 3t nebo x = t

y = 5− 2t, t ∈ 〈0, 1〉 y =
2
3
t+

11
3
, t ∈ 〈−1, 2〉

(b) Např. x = 3 cos t nebo x = t

y = 3 sin t, t ∈ 〈π, 2π〉 y = −
√

1− t2, t ∈ 〈−3, 3〉

(c) Např. x = cos t nebo x =

√
1− t2

4
y = 2 sin t, t ∈ 〈−π

2
,
π

2
〉 y = t, t ∈ 〈−2, 2〉

(d) Např. x = 4 cos t nebo x = t

y =
√

3 y =
√

3
z = 4 sin t, t ∈ 〈0, π

2 〉 z =
√

16− t2, t ∈ 〈−4, 4〉
2. Určete délku následujících křivek:

(a) Asteroidy: x = a cos3 t, y = a sin3 t, t ∈ 〈0, 2π〉 [6a]

(b) Kardioidy: r = a(1 + cosϕ), r, ϕ jsou polární souřadnice [8r]

(c) Jedné větve cykloidy x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), t ∈ 〈0, 2π〉 [8a]

(d) Jednoho závitu šroubovice: x = a cos t, y = a sin t, z = b t, t ∈ 〈0, 2π〉
[2π
√
a2 + b2]
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Příklady k procvičení

3. Vypočítejte následující integrály:

(a)
∫

Γ

(x+ y) dl, kde Γ je obvod 4ABC, A[0, 0], B[0, 2], C[1, 0]

[
5 + 3

√
5

2

]

(b)
∫

Γ

xy dl, kde Γ =
{

[x, y] ∈ R2, x2

9 + y2 = 1, x ≥ 0, y ≥ 0
} [

13
4

]

(c)
∫

Γ

√
2y2 + z2 dl, kde Γ =

{
[x, y, z] ∈ R3, x2 + y2 + z2 = 4, x = y, x ≤ 0, z ≥ 0

}

[2π]

4. Určete souřadnice těžiště horní poloviny kružnice x2 + y2 = x, jestliže její délková
hustota λ(x, y) je přímo úměrná vzdálenosti bodu od počátku.

Návod: xT =
Sy

m
, yT =

Sx

m

Sy =
∫

Γ

xλ(x, y) dl, Sx = Sy(x↔ y)

m =
∫

Γ

λ(x, y) dl

T

[
4
3
,
1
3

]

5. Určete těžiště 4ABC, A[3, 2]; B[1, 4]; C[−1,−2]; přesvědčte se, že těžiště je průsečík
těžnic.

T

[
1,

4
3

]
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