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FBMI

8. prosince 2010
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Globálnı́ extrémy
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Definice lokálnı́ho extrému

Definice

◮ Funkce f má v bodě c ∈ Df lokálnı́
minimum,

maximum,
jestliže

∃
◦

Uδ (c) ⊂ Df takové, že pro ∀ x ∈
◦

Uδ (c) je
f(x) ≥ f(c)

f(x) ≤ f(c).
◭

Věta ◮ Má-li funkce f v bodě c ∈ Df lokálnı́ extrém a existuje f ′(c),
pak f ′(c) = 0. ◭

Bod c, pro nějž f ′(c) = 0, se nazývá stacionárnı́.
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Podmı́nka na extrém

Věta ◮ Předpokládáme, že f je spojitá v bodě c ∈ Df a

a) f ′(x) ≤ 0 pro x ∈ (c− δ, c) f ′(x) ≥ 0 pro x ∈ (c, c+ δ),
pak f má v bodě c lokálnı́ minimum.

b) f ′(x) ≥ 0 pro x ∈ (c− δ, c) f ′(x) ≤ 0 pro x ∈ (c, c+ δ),
pak f má v bodě c lokálnı́ maximum.

c) f ′(x) ≥ 0 pro x ∈ (c− δ, c) f ′(x) ≥ 0 pro x ∈ (c, c+ δ),
pak v bodě c nenı́ extrém.

d) f ′(x) ≤ 0 pro x ∈ (c− δ, c) f ′(x) ≤ 0 pro x ∈ (c, c+ δ),
pak v bodě c nenı́ extrém. ◭

Poznámka: Věta platı́ jak pro stacionátnı́ bod c tak pro bod c,
kde f ′ neexistuje.
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Podmı́nka na extrém

Věta ◮ Předpokládáme, že f ′(c) = 0 a f ′′(c) existuje. Potom je-li

a) f ′′(c) > 0, funkce má v bodě c lmin

b) f ′′(c) < 0, lmax
◭

Poznámka: Přı́pad f ′′(c) = 0 může znamenat jakýkoli stacionárnı́
bod.
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Definice konvexnı́ a konkávnı́ funkce

Definice

◮ Necht’funkce f je diferencovatelná v bodě c ∈ Df . Řekneme, že

funkce f je v bodě c konkávnı́ (konvexnı́), jestliže ∃
◦

Uδ (c) takové, že

pro ∀x ∈
◦

Uδ (c) je

f(x) < f(c) + f ′(c) (x− c) f(x) > f(c) + f ′(c) (x − c)

x

y

c

f(x)t

x

y

c

f(x)

t

konkávnı́ - graf konvexnı́ - graf
ležı́ pod tečnou ležı́ nad tečnou

◭
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Inflexnı́ bod, tečna ke grafu f(x)

Definice

◮ Bod, kde se funkce měnı́ z konkávnı́ na konvexnı́, nebo naopak, se
nazývá inflexnı́. ◭

f(x) < f(c) + f ′(c) (x − c) pro x < c,

f(x) > f(c) + f ′(c) (x − c) pro x > c.

x

y

c

f(x)

t

y = f(c) + f ′(c) (x − c) je rovnice tečny v bodě [c, f(c)].
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Konvexnost, konkávnost a druhá derivace

Věta ◮ Je-li

f ′′(c) > 0, f je v bodě c konvexnı́,
f ′′(c) < 0, konkávnı́.

Má-li f v bodě c inflexnı́ bod a f ′′ existuje, pak f ′′(c) = 0. ◭
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Průběh funkce

1) Definičnı́ obor funkce Df , symetrie funkce - sudost, lichost,
periodičnost

2) Limity v “zajı́mavých” bodech, tj. v krajnı́ch bodech Df , nebo
v izolovaných bodech, které nepatřı́ do Df .

3) Asymptoty.

4) Průsečı́ky se souřadnicovými osami.

Poznámka: Již z těchto informacı́ jde velmi často načrtnout graf dané
funkce. Nenı́-li zbytı́, pokračujeme dál.

5) prvnı́ derivace a z nı́ stacionárnı́ body a body, kde derivace
neexistuje (body podezřelé z extrému), monotónie funkce a lokálnı́
extrémy.

6) Budeme-li ještě při sı́le, určı́me druhou derivaci a z nı́ zakřivenost
funkce, popř., pokud už to dávno nevı́me, kvalitu extrémů.
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Globálnı́ extrémy

Věta ◮

Jestliže funkce nabývá svého gmax, nebo gmin v bodě c ∈ (a, b) a
∃ f ′(c), potom f ′(c) = 0. ◭

Věta ◮

Funkce f, spojitá na 〈a, b〉 nabývá svého gextru bud’

a) v krajnı́ch bodech intervalu 〈a, b〉, nebo

b) ve stacionárnı́ch bodech, nebo

c) v bodech, kde f ′(c) neexistuje. ◭
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