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Seznam pouzivanych symbolua

D; defini¢ni obor funkce f

H; obor hodnot funkce f

N  mnozina pfirozenych ¢isel

P, prusecik grafu funkce s osou x

P, priisecik grafu funkce s osou y

R mnozina realnych cisel

R"™ mnozina kladnych redlnych &isel, tj. interval (0, +oc)
R} mnozina nezapornych redlnych &isel, tj. interval (0, +o0)
Z mnozina celych ¢isel

vV velky kvantifikator — znamena: kazdy, pro vSechny ...

1 Uvod

Nazev elementarni funkce je dan historicky. Mini se jim funkce, které byly popsany do
konce 18. stoleti. Uvedeme jejich prehled spolu se zakladnimi charakteristikami — defini¢nim
oborem, oborem hodnot, intervaly monoténnosti, symetrii a doplnime nacrtkem grafu. Nez
se ale do nich pustime, zopakujeme si pojmy suda, lichd funkce, (ne)rostouci, (ne)klesajici
funkce.

Funkce f je suda, jestlize plati:

a) pro Vo € Dy je také —x € Dy,

b) pro Va € D¢ je f(—x) = f(x).

Graf sudé funkce je osové soumérny podle osy .

Funkce f je licha, jestlize plati:

a) pro Vo € Dy je také —x € Dy,

b) pro Vx € Dy je f(—x) = —f(x).

Graf liché funkce je stfedové soumérny podle poc¢atku. Pokud je licha funkce definovana pro
x =0, plati f(0) = 0, tj. graf prochazi poc¢atkem.

rostouci f(z1) < f(a2),
i neklesajici . .., . f(z1) < f(22),
Funkce f je nerostoucs jestlize pro Va1, 2 € Dy, x1 < x2, je Fla1) > f(za),
klesajici f(z1) > f(z2).
fce liché fce licha
fce suda neklesajici nerostouci fce rostouci fce klesajici



2 Mocninné funkce
Mocninné funkce jsou dany analytickym predpisem

f+ y=z% aecR.

2.1 Konstantni funkce

Je-li o = 0 dostavame konstantni funkci

f: y=1 (Obecné konstantni funkce je déna predpisem f: y =k, k € R.)

D, =R,
H; = {1}. (Pro obecnou konstantni funkci je Hy = {k}.)
Py = [07 1]
Funkce je suda.

Yy
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0 T

obr. 1

2.2 Celocdiselné kladné mocniny

Nyni o € N, obvykle znac¢ime o = n a prislusna funkce je vyjadrena vztahem:
f+ y=a".

D;=R,

H; = R} pro n sudé,

H; =R pro n liché,

P, =10,0] = P,.

Pro n sudé je funkce sudé, klesajici na (—oo, 0), rostouci na (0, +00), na obr. 2 modra kiivka.

Pro n liché je funkce lichd, rostouci na celém Dy, na obr. 2 cervend kiivka a piimka.

Y y=x

_l oo
8

obr. 2



Grafy v8ech celoéiselnych mocnin prochézeji body [0,0] a [1,1], sudé mocniny prochézeji navic
bodem [-1,1], liché mocniny bodem [-1,-1]. Funkce y = x se nazyva linearni, jejim grafem je
piimka (osa prvniho a tfetiho kvadrantu), funkce y = x2 se nazjva kvadratickd, grafem je
parabola s vrcholem v pocatku.

2.3 Mocniny s kladnym racionalnim exponentem

Funkce jsou vyjadieny vztahem:

m

f: y:x?:

v,
kde m € N, n € N a ptredpoklddame, ze m, n jsou ¢isla nesoudélné.
Dy =R pro n liché,

Dy = R, pro n sudé, m liché,

H; = R} pro n liché, m sudé, nebo pro n sudé, m liché,

H; =R pron, m obé licha,

P, =10,0] = P,.

m
Pro n, m obé licha je funkce licha, rostouci na celém Dy, na obr. 3 ¢ervena (— > 1) nebo
n
m
modra kiivka (— < 1). Pro n liché, m sudé je funkce sudé, klesajici na (—oo, 0), rostouci na
n

(0,400), na obr. 3 zelend kfivka (% < 1). Je-li m liché, n sudé, funkce je definovana pouze

p . p . . Cqe 12 ; T m
pro nezaporna x, neni tedy ani suda, ani licha. Je rostouci, na obr. 3 fialova krivka (— > 1).
n

obr. 3

Oznacime-li exponenty funkci postupné a, b, ¢, d, splituji nasledujici nerovnost:
a>b>1>c>d.

2.4 Mocniny se zapornym exponentem

Nejprve budeme uvazovat celociselny zaporny exponent, tj. funkce tvaru:

1
f: y=2"=—, kdeneN.
x



D; =R\ {0},

H; = R™ pro n sudé,

H; =R\ {0} pron liché.
Priseciky s osami nejsou.

Podobné jako u celociselnych kladnych mocnin je funkce sudd pro n sudé, ale tentokrat
rostouci na (—o00,0), a klesajici na (0,+00), na obr. 4 modra kfivka.

Pro n liché je funkce liché (na obr. 4 éervend ktivka), klesajici na (—oo,0) a na (0,400), ale
nikoli klesajici na celém D!

obr. 4

Mocninné funkce se zapornym racionalnim exponentem maji podobny pribéh jako mocninné
funkce s celo¢iselnym zadpornym exponentem s tim rozdilem, Ze v nékterych ptipadech (pilny
¢tenai si sdm doplni v kterych) je definiéni obor a tim i obor hodnot ztizen na R™. Grafy
vSech zapornych mocnin prochézi bodem [1;1] a osa z, resp.y tvoiri vodorovnou, resp. svislou
asymptotu grafu.

2.5 Mocniny s iracionalnim exponentem
jsou funkce tvaru:
[+ y=a9

kde « je iracionalni ¢islo. Jsou definovany pomoci
exponencialni a logaritmické funkce (viz dale)
vztahem

y:wa:ealnx.
Df:R+,
H;=R". obr. 5 a>1>p>0>y

Pro a > 0 funkce roste, pro @ < 0 funkce klesa,
graf vzdy prochézi bodem [1;1].



3 Exponencialni funkce

je kazd4 funkce vyjadirena vztahem

[ y=a,
kde a > 0, a # 1. Na rozdil od mocnin je nyni proménna nikoli v zédkladu, ale v exponentu.
D; =R,
H;=R".

Pro a > 1 funkce roste, pro 0 < a < 1 funkce klesé, graf vidy prochazi bodem [0;1] = P,
a osa x je vodorovna asymptota grafu.

obr. 6

e>a>b>1>¢>0

Mezi v8emi exponencidlnimi funkcemi ma vysadni postaveni tzv. pfirozena exponencialni
funkce, tj. ta, kterd ma zdklad rovny Eulerovu ¢islu e = 2.71828182846 (jde o iracionélni
¢islo, proto ta tecka nad rovnitkem). Pomoci této funkce se popisuje fada jevi; napi. radi-
oaktivni rozpad prvkil, pohlcovani elektromagnetického zéfeni a dalsi. Ma-li exponencidlni

vvvvv

4 Logaritmické funkce

jsou funkce inverzni k exponencidlnim. Logaritmickou funkci o zdkladu a, a > 0, a # 1
zapisujeme vztahem:

[+ y=log,z,

pricemz plati: y = log,x < x = a¥, tzn. ze logaritmus a exponenciala o stejném zakladu jsou
vzajemné inverzni funkce.

D;=R",

H;=R.

Pro a > 1 funkce roste, pro 0 < a < 1 funkce klesé, graf vzdy prochazi bodem P,[1;0], osa y
je svisla asymptota grafu.



obr. 7

e>a>b>1>c¢c>0

Logaritmus o zékladu e se nazyva prirozeny logaritmus a znaéi se Inz. Logaritmus resp.
exponencialu o libovolném zakladu je mozno vyjadfit pomoci pfirozeného logaritmu resp.

exponencialy vztahy:

) Inx
og,r = —
g[l lna’

5 Goniometrické funkce

a® = e:clna

Ke goniometrickym funkcim radime funkce: sinus, kosinus, tangens a kotangens. Nadefi-

nujeme si je pomoci jednotkové kruznice.

V kartézské soustavé souradnic Ouv je déna
jednotkova kruznice (tj. polomér je 1) se stie-
dem v bodé O. Zvolime si néjaké realné cislo x.
Pak existuje pravé jeden orientovany thel U/O\V,
ktery méa pocatecni rameno OU v kladné polo-
ose u a jedna z jeho velikosti je z (rad). Kon-
cové rameno OV protne kruznici v jediném bodé
M uy;vp]. Tim je libovolnému redlnému éislu z
jednozna¢né prirazeno ¢islo u,, a ¢islo v,,. Ozna-
¢ime:

vy = sinz, Uy = COS T
a prislusné funkce nazveme sinus a kosinus.
Funkce tangens je definovana jako podil sinu a ko-

sinu, funkce kotangens je prevracena hodnota funkce tangens, tj. podil kosinu a sinu.

v
1% M
***** U
|
‘ x
|
| \ U
Uy I9) U
obr. 8
sinx cos
tgr = , cotgr = ——.
co sinx



Funkce sinus
f: y=sinzx, ma
D; =R,
Hf=(-1;1).
Je licha a periodickéﬂ s nejmensi periodou 27. Priseciky s osou z jsou v celociselnych nasob-
cich 7, tj. P, = [km; 0], k € Z, prusecik s osou y je pocatek.

Yy
1+ .
| SN x
/\ l /
3 _ _'_ 1 E T 37 o L
9 2 2 9
obr. 9

Vsimnéte si, ze pfimka y = x protind graf sinu pouze v pocatku, nikoli ve tfech bodech, jak se
nékdy kresli; je te¢nou grafu v poc¢atku. Krom jiného to znamend, Ze pro argumenty x blizké
nule plati: sinz ~ x (x v rad!), ¢ehoz se spésné vyuziva pfi riznych vypoctech.

Funkce kosinus
f: y=cosx, mastejné jako sinus

D; =R,

H;=(-1;1)

a je periodickd s periodou 27. Na rozdil od sinu to je funkce suda. Graf kosinu protina osu z
v lichyich nasobeich /2, P, = [(% + 1)% ;0] , P, =[0;1].
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obr. 10

'Funkce f je periodicka, jestlize existuje kladné &islo p, které splituje:
a) pro Vz € Dy aVk € Z je také x4+ kp € Dy,
b) proVx € Dy aVk € Z je f(x + kp) = f(x). Cislo p se nazyva perioda funkce f.



Funkce tangens

[ y=tgx

sin x

je definovana vztahem: y = tgx = .
cosx

To znamena, Ze z defini¢éniho oboru musime vyloucit body, ve kterych je kosinus roven nule,
tj. liché nésobky 7/2. Definiénim oborem je tedy sjednoceni nekoneéné mnoha otevienych

intervala tvaru<(2l<: — l)g; (2k + 1)z> = <—g + km; g + k‘w), coz zapisujeme nasledovné.

2
Dy = U <—g+kﬂ';g+kﬂ'),
keZ
H;=R.

2
je rostouci. Pruseciky grafu funkce s osou z jsou v bodech P, = [k7;0], k € Z, osu y protina

graf v poc¢atku. Body, kde funkce tangens neni definovana, prochazi svislé asymptoty grafu.

Tangens je funkce lich4, periodicka s periodou 7. Na kazdém z intervala (—g + km; T + kw)
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obr. 11

Podobné jako tomu bylo u sinu, i u tangenty pro argumenty blizké nule je tgx =~ x; pfimka
y = x je opét tecnou grafu v bodé [0,0].
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Funkce kotangens

f: y=cotgx
cos T

je definovana vztahem: y = cotgr = ——.
sin x

Z defini¢niho oboru jsou tedy vylouceny vSechny celo¢iselné nésobky 7, nebot sin km = 0.
D, = U (0 + km;m + km),

keZ
H;=R.
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obr. 12
Kotangens je funkce lichd a periodicka s periodou 7. Na kazdém z intervala (0 + k7; 7 + k)
je klesajici. Graf funkce méa v celo¢iselnych nasobcich 7 svislé asymptoty, priseciky s osou x

T
jsou P, = [(2k‘ + 1)5; 0} , prusecik s osou y neexistuje.

Pozndmka: Funkce tangens se téz znac¢i tan xz (napt. na kalkulackach), funkce kotangens byva
téz znacena ctan z. Kotangens na kalkulackach vétsinou nenajdete, vyjadiuje se pomoci tan-
genty, nebo pomoci sinu a kosinu.

11



Nakonec tabulka hodnot, které neni $patné si pamatovat.

0 T T T T 3
v 6 | 4|3 |2|"|2"
1 | V2] V3
i — — | — | 1 -1
sin x 0 5 2 > 0
V3 Vv2 | 1
1 | — | — — -1
Ccos ¥ 5 2 5 0 0
t 0 1 1 | V3 0
€T — 00 00
g /3
cotgz || oo | V3 1 L 0 |oo]| O
g /3

6 Cyklometrické funkce

jsou funkce inverzni ke goniometrickym, jejichz defini¢ni obor je zizen na interval, kde jsou
monoténni, tedy prosté (jinak by inverzni funkce neexistovala).
T
272
funkce sinus rostouci (viz obr. 9), takZe existuje inverzni funkce — nazyva se arkussinus a znaci
arcsin z.

Uvazujme funkci y = sinz s definicnim oborem Dy = < > Na tomto intervalu je

Funkce arkussinus
f: y=arcsinz, ma

m™ T
H=(-53)

a plati y = arcsinx < x = siny. Je to funkce lichd a rostouci. Graf prochézi pocatkem a je
osové soumeérny s grafem sinu podle osy prvniho a tfetiho kvadrantu (pfimky y = x).

Y Y
m A_f@rﬁcsinm m A_f@rﬁcsinm
2 P4 2 |
1t "~ 11 :
TN |
N | 1 T z -1 17
\\ 2 2
~ -1+ —11
T T
2 2
obr. 13 obr. 14
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Funkce arkuskosinus
f: wy=arccosx

je inverzni funkce k funkci cos z definované na (0; 7). Plati: y = arccosz < = = cosy.
Hy = (0;m),
Funkce neni ani suda ani lichéd a je klesajici. Graf je osové soumérny s grafem kosinu podle

piimky y = x, osu y protind v bodé P, {0; g] .

Y Y
arccos x arccos T
LT +r
T T
2 2
1 4
i ™ T _ 1 1 &
2 -
obr. 15 obr. 16

Funkce arkustangens

f: y=arctgax
je inverzni funkce k funkci tg 2 definované na <—g; g) Plati: y = arctgx < x = tgy.
D;=R

m T

Funkce je licha a rostouci. Graf (obr. 17) je osové soumérny s grafem tangenty podle piimky
Yy = x, osu y 1 osu x protind v pocatku. Ma vodorovné asymptoty
Fs T

yzEprox—>+oo, y:—Eprow—>—oo.

Funkce arkuskotangens
f: y=arccotgx
je inverzni funkce k funkei cotg x definované na (0; 7). Plati: y = arccotg z < = = cotgy.
D;=R
Hy = (0;m).

13



| Yy |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
1 m 1
R S 2 )
: 1+ : arctgx
1 1
| |
} t }
T 1T z
2, 12
‘ |
77777777777777777777 p— 777-_77777Ffiiiiiiiiiififififi,
[ _z [
1 2 1
| |
| |
l l
obr. 17 ‘ ‘
|
|
|
|
|
|
|
|
T |
|
m l
9 |
|
|
: arccotgx
# |
1 7 g z
2 |
|
|
obr. 18 ‘

Funkce arkuskotangens je klesajici, neni ani suda ani licha. Graf je osové soumérny s grafem
T
funkce cotg x podle primky y = x, P, = [0, 5} , vodorovna asymptota pro x — 400 je osa x,

pro r — —oo je to piimka y = .

14



Tim je uzavien prehled zékladnich elementarnich funkci. Ostatni elementarni funkce se z téchto
zékladnich dostanou aritmetickymi operacemi a skladdnim funkci.

A jesté maly pridavek. Nasledujici funkce se mezi elementarni nefadi, ale ¢asto se s nimi mu-
Zete setkat. Je to tzv. znaménkova funkce neboli funkce signum a funkce ,cela ¢ast“.
Funkce signum je definovana predpisem:

1, proz >0

fry=sgnz = 0, prox=20

-1, prox <0

D;=R,
H;={-1,0,1}.
Signum je funkce licha a neklesajici, graf je na obrazku 19.

=N W

obr. 19

Funkce cela éast se obvykle zna¢i hranatymi zévorkami kolem proménné a je definovana
takto:

f: y=lz]=nprox e (n,n+1), kdencZ.
D; =R,
H; =17
Funkce [x] je neklesajici. Grafem jsou ,schody“, levy krajni bod pfislusné usecky do grafu
patii (plné kolecko), pravy krajni bod nikoli (prazdné kolecko).

Na zdvér bych rada poprosila laskavého ctendre, aby mne upozornil na pripadné chyby (zprdva
autorovi) jakéhokoli druhu, které v textu nalezne.
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