Dvojny integral

Dvojny integral

/ flz,y)dedy Q) — integraéni oblast (¢ast roviny zy)
f(x, y) — integrand

Geometricky vyznam: objem nepravidelného vélce s podstavou {2, shora sefiznutého plochou

z = f(xvy)'

Vlastnosti

1. //c-f(:v,y)d:rdy:c-/ f(z,y)dzdy
Q Q

2. // (f(z,y) + 9(zy)) dxdy—//f(w,y) dmdy+//g(x,y) dz dy
Q Q Q

— aditivita vzhledem k integrandu

3. /Q/f(x,y)dxdyzé/f(x,y)da;dy—&—g/f(x,y)dxdy, kde Q = Q1 UQy

— aditivita vzhledem k integra¢ni oblasti. (21, 2 se neptekryvaji.)

Dvojny integral pies obdélnik
Je-li Q obdélnik (a,b) x (c,d), pak se dvojny integral pfevede na dvojnasobny nasledovné:

//fxydwdy—/dw/fxy dy—/dy/f z,y)dr = [jiny zapis| =
//f x,y)dy d:c—/ /f x,y)de | dy

a C

Nejprve se pocita vnitini integral, pak vnéjsi. Vysledek je ¢islo — neobsahuje proménné z, y.
Je-li f(z,y) = u(z) - U(]Z) al= (a,db> x (c,d), situace se zjednodusi:

// f(z,y)dzdy = /u(a:) dz - /v(y) dy — dostavame soucin jednoduchych integrald, které
se mohou pocitat soucasné. ‘
Priklad 1
Vypocitejte integral I = //(mQy +zy?)dedy, Q= (2,5) x (1,3).

Reseni:
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Dvojny integral

Nebo rychleji:
5

3 5 3
I:/aszx-/ydy+/xdx-/y2dy:
1 2 1

2

(2D E-DE-

Dvojny integral pres obecnou oblast

Budeme uvazovat dva zakladni typy oblasti.

Y

O ={[zy]; a<x<b;dx) <y<h(x)}

Fubiniova véta

1 11 21 2
3) 7‘4 26

Qo ={[zy]; c<y<d; dly) <z <h(y)}

b

h(z)
Je-li f(x,y) spojita na Qy, pak/ f(z,y)dedy = /dx / f(zy)dy.
x)

a d(

d h(y)

(
Podobné pro f(x,y) spojitou na Qs je / flz,y)dxdy = /dy f(zy) de.
)

Priklad 2

¢ d(y

Spoctéte I = //(5x2 —2zy)dxdy, kde Q je vnitiek trojuhelniku AOB, A[2;0], B[0; 1].

Q

Reseni:

Oblast ) je mozno chapat jako typ €21, stejné jako €2s. Protoze
rovnice AB je y = —z/2+ 1, je h(z) = —x/2+ 1, d(x) = 0. Pak

1-z/2

2
:/dm / (52> 21:y)dy—/[5:v Yy —xy
0 0
2

2

1-z/2
i

dx =

x\2 _ 5 bl x?
/[ 1—— 1‘(1—2):|d$—/|:5$—2—x<1—1‘+4
0 0

Y
B

O]

)] &
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Dvojny integral

2 2
11 4 9 11zt 623 22
/< 433 + 6x :):) dz [ 16 + 3 5 ) + 16 3

Podobné, pokud zaménime poradi integrace, je d(y) =0, h(y) =2 -2y a
2 2—2y
1= /dy / (52% — 2zy)dz  — pilny tendf si jisté dopodita sam.
0 0

Priklad 3

Spoctéte I = //(2:10 + 3y + 1) dz dy, kde Q je ohranicena
Q

Y
T B parabolou y? = 2z a jeji tétivou AB; A[2;—2]; B[8;4].
Reseni:
Aby nam k vypoctu stacil jeden dvojnasobny integral,
4 y+4
| / T musime pouzit poradi integrace: /dy / f(zy)dz, kde
-2 Y22
A x =y + 4 je rovnice tétivy.
4 y+4
I = / dy / (2x + 3y + 1)dz a déal uz jen nepfijemné numerické pocty. Vysledek je
-2 y2/2
I=1872.
Neresené priklady
Q) je obdélnik:
1. //(x2y+ 203 dzdy; Q= (0,1) x (1,2) 8]
Q
2. // e“tdrdy; Q=(0,1) x (0,1) [(e —1)?]
0
3// T grdy 0 (0,1) x (0,1) [”}
: —— dady; = —
1 + y2 y7 Y ) 12
Q
4// L ey 9=0,1) % (0,1) [1 4]
* 1 . ., N9 €T ; = Y Y n-
Ataty2 "V 3
Q
5. //wsin(m +y)dzdy; Q= (0,m) x (0,7) [—4]
Q
Q je typu 1, nebo Qs:
z\? 9
1. // <> drdy; € je ohraniena kiivkami: y =x, zy =1,z = 2. {4]
Yy
0
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Dvojny integral

2. // (xz + y) dzdy; € je ohrani¢end kiivkami: y = 22, x = 3. [fﬁ)
Q

3. // (2z +vy) dzdy; € je ohrani¢end kiivkami: x =0,y =0,z +y = 3. [227
G |

4. // 1-dxdy; € je ohrani¢end kivkami: x +y = 1, y? = 2z + 1. [136
G |

5. // sin(z + y)dxdy; € je ohranicend kiivkami: z =y, y =0,y = 7. [0]
Q

6. //(x2 +9?)dzdy; Q je ohranicend kitvkami: z =0,z +y=1,2 —y = 1. B]
Q

7. // ev dr dy; € je ohrani¢end kiivkami: x =0,y = 1, x = °. B]
Q

oo

dzdy; € je ohrani¢end kiivkami: z = 0, % = 4 — 2x. 8]

N

Ne)

8
. // V4 —z2dxdy;  je ohranidend kiivkami: x = 2,y =z, y = 0. []
Q

10. //(Zx —3y+1)daxdy; Q je ohrani¢ena kruznici: 2% + y? = 4. [47]
)

1
11. // Var? —y?dxdy; Q je ohranicend kiivkami: z =1,y =z, y = 0. [2\/§ + g]
Q
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