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Definice derivace

Definice

Necht’funkce f(x) je definovaná v okolı́ bodu x (včetně x ). Potom
derivacı́ funkce f v bodě x nazveme limitu

lim
h→0

f(x + h)− f(x)

h
= f ′(x)

Jiné značenı́:

f ′(x) =
df(x)

dx

Derivace funkce v bodě x je čı́selně rovna směrnici tečny ke grafu
funkce v bodě x.
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Přı́klad: Určete derivaci funkce f(x) = x2.

Řešenı́ :

(x2)′ = lim
h→0

(x+ h)2 − x2

h
= lim

h→0

x2 + 2xh + h2 − x2

h
=

= lim
h→0
(2x + h) = 2x.

Amůžeme si zaznamenat: (x2)′ = 2x.
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Derivace elementárnı́ch funkcı́

(konst)′ = 0

(xn) ′ = n xn−1, n ∈ R

(sin x) ′ = cos x

(cos x) ′ = − sin x

(ex) ′ = ex

(ax) ′ = ax ln a, a > 0

(ln x) ′ =
1

x

(loga x)
′ =

1

x ln a
a 6= 1, a > 0
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Derivace elementárnı́ch funkcı́

(tan x) ′ =
1

cos2 x

(cot x) ′ = − 1

sin2 x

(arcsin x) ′ =
1√

1− x2

(arccos x) ′ = − 1√
1− x2

(arctan x) ′ =
1

1+ x2

(arccot x) ′ = − 1

1+ x2
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Pravidla pro derivovánı́

Předpokládáme, že funkce f, gmajı́ derivaci v bodě x. Potom platı́
následujı́cı́ vztahy.

1) (f(x) ± g(x)) ′ = f ′(x)± g ′(x)

2) (c · f(x)) ′ = c · f ′(x), c ∈ R

}

Derivovánı́ je lineárnı́ operace.

3) (f(x) · g(x)) ′ = f ′(x) · g(x) + f(x) · g ′(x)

4)

(

f(x)

g(x)

)

′

=
f ′(x) · g(x) − f(x) · g ′(x)

g2(x)
, kde g(x) 6= 0
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Derivace složené funkce

Předpokládáme, že funkce f má derivaci v bodě u, funkce g má
derivaci v bodě x a g(x) = u. Potom složená funkce f ◦ gmá derivaci
v bodě x a platı́:

(f(g(x))) ′ =
df

dg
· dg
dx
= fg

′ · gx′
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Derivace inverznı́ funkce

Je-li f : I → J prostá a spojitá na intervalu I a má-li derivaci

v bodě y ∈ I, přičemž f ′(y) 6= 0, pak jejı́ inverznı́ funkce f−1 : J → I

má derivaci v bodě x ∈ J, x = f(y) a platı́:

(f−1(x))′ =
1

f ′(y)
, kde y = f−1(x)

Derivace jsou vždy podle přı́slušné proměnné.
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Přı́klad: Určete (ln x) ′, vı́te-li, že (ex) ′ = ex.

Řešenı́ :

y = ln x ⇔ x = ey

(ln x) ′ =
1

(ey) ′
=

1

ey
= ⌈za y dosadı́me ln x ⌋

=
1

eln x
=

1

x
, pro x > 0

Máme dalšı́ vzoreček (ln x) ′ =
1

x
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Přı́klad: Určete (ln x) ′, vı́te-li, že (ex) ′ = ex.
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n-tá derivace

Definice

Předpokládáme, že f má derivaci v nějakém okolı́ U(x)

a f ′ má derivaci v x : (f ′)′(x)
ozn
= A. Pak čı́slo A nazveme

druhou derivacı́ funkce f v bodě x a značı́me:

A = f ′′(x) =
d2f(x)

dx2

Podobně n- tá derivace

f(n)(x) = (f(n−1))′(x) =
dnf(x)

dxn

Definičnı́ obory musı́ splňovat: Df ⊃ Df′ ⊃ Df′′ ⊃ . . . ⊃ Df(n)
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derivace a spojitost

Věta

Necht’funkce f(x)má derivaci v bodě xo, pak je v tomto bodě

spojitá.

Opačné tvrzenı́ neplatı́. Např. funkce f(x) = |x| je v bodě x = 0

spojitá, ale (oboustranná) derivace v tomto bodě neexistuje.
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Diferenciál funkce

x

y

x

T

x+ h

f(x)

f(x+ h)

△ f

r(h)

k h

f(x)
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Diferenciál funkce - definice

Definice

Řı́káme, že funkce f má v bodě x ∈ Df diferenciál, jestliže existuje

čı́slo k takové, že pro funkci

r(h) = f(x + h)− f(x) − k h je lim
h→0

r(h)

h
= 0.

Potom diferenciál funkce f v bodě x je

dfx(h) = df(x) = k h
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Diferenciál funkce - výpočet

Věta

Funkce f má v bodě x diferenciál, právě když existuje vlastnı́ derivace
f ′(x). Pak k = f ′(x), a tedy

dfx(h) = f ′(x) h.

Důsledek

Přı́mka, kterou nahrazujeme křivku grafu funkce, je tečna a diferenciál
je přı́růstek na tečně, při posunutı́ z bodu x do bodu (x+ h).

f(x+ h) ≈ f(x) + f ′(x) h

Ježto diferenciál funkce g(x) = x je h, tj. dg = dx = h, obvykle pı́šeme

df(x) = f ′(x)dx.
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Funkce spojité na 〈a, b〉

Funkce, která má derivaci v každém bodě uzavřeného intervalu 〈a, b〉,
je na 〈a, b〉 spojitá. Následujı́ vlastnosti takových funkcı́.

Věta

Mějme funkci f spojitou na 〈a, b〉, potom platı́:

1) f je omezená na 〈a, b〉; tj. ∃ k > 0, že |f(x)| < k pro ∀ x ∈ 〈a, b〉,
2) f nabývá na 〈a, b〉 svého maxima; tj. ∃ c ∈ 〈a, b〉,
že f(c) ≥ f(x) pro ∀ x ∈ 〈a, b〉.

3) f nabývá na 〈a, b〉 svého minima; tj. ∃ d ∈ 〈a, b〉,
že f(d) ≤ f(x) pro ∀ x ∈ 〈a, b〉.
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Funkce spojité na 〈a, b〉

4) Označı́me-li mminimum funkce f na 〈a, b〉 a
Mmaximum funkce f na 〈a, b〉,
pak funkce f nabývá na 〈a, b〉 všech hodnot z intervalu 〈m, M〉,
tj. ke ∀ d ∈ 〈m, M〉 ∃ c ∈ 〈a, b〉 takové, že f(c) = d.

Důsledek

Je-li f(a) · f(b) < 0, musı́ ∃ c ∈ (a, b), že f(c) = 0; jinými slovy rovnice
f(x) = 0 má na (a, b) alespoň jeden kořen.
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Derivace a monotónie

Věta

Předpokládáme, že ∃ f ′(c).

Potom funkce f je v bodě c rostoucı́, je− li f ′(c) > 0,
klesajı́cı́, f ′(c) < 0.

Je-li prvnı́ derivace funkce kladná (záporná) na celém intervalu, je
funkce na tomto intervalu rostoucı́ (klesajı́cı́).
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Věta o střednı́ hodnotě, jejı́ předchůdkyně a
následovnice

Francouzský matematik Michel Rolle a jeho

Věta

Máme funkci, která splňuje:

1) f(x) je spojitá na 〈a, b〉.
2) Pro ∀ x ∈ (a, b) existuje f ′(x) konečná nebo nekonečná.

3) f(a) = f(b)

Potom v intervalu (a, b) ∃ alespoň jeden bod c, že f ′(c) = 0
(tj. bod, v němž tečna ke grafu funkce je rovnoběžná s osou x).
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Rollova věta

x

y

ca b

f(a) = f(b)

f ′(c) = 0
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Lagrangeova věta (věta o střednı́ hodnotě)

Dalšı́ francouzský matematik, Joseph Louis Lagrange má rovněž větu.
Zde je.

Věta

Máme funkci f , která je spojitá na 〈a, b〉 a v každém bodě
x ∈ (a, b) ∃ f ′(x) konečná nebo nekonečná. Potom existuje
bod c ∈ (a, b) takový, že

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a

Geometricky to znamená, že na (a, b) existuje bod, v němž je tečna ke
grafu funkce rovnoběžná se sečnou procházejı́cı́ body [ a, f(a)], [ b, f(b)]
(viz obrázek).
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Lagrangeova věta

x

y

ca b

f(b)

f(a)

f(x)t
‖
‖
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Cauchyova věta

I poslednı́ do třetice Augustin Louis Cauchy byl Francouz. Jeho jméno
nese

Věta (Cauchyova)

Máme funkce f, g, které jsou spojité na 〈a, b〉 a majı́ derivace v každém

bodě (a, b), přičemž g ′(x) 6= 0 a je konečná pro ∀ x ∈ (a, b).
Potom ∃ c ∈ (a, b), že

f ′(c)

g ′(c)
=

f(b) − f(a)

g(b) − g(a)
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l’Hospitalovo (Bernoulliovo) pravidlo

Pod následujı́cı́ tvrzenı́ se podepsal dalšı́ Francouz
Guillaume de l’Hospital, ale autorem je údajně švýcarský matematik
Johann Bernoulli.

l’Hospitalovo (Bernoulliovo) pravidlo

Máme funkce f, g, které splňujı́:

1) Jsou spojité v nějakém
◦

Uδ (a).

2) Existujı́ derivace f ′, g ′ v
◦

Uδ (a), přičemž g ′(x) 6= 0 a konečná.

3) lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0.

4) Existuje konečná nebo nekonečná lim
x→a

f ′(x)

g ′(x)
.
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l’Hospitalovo (Bernoulliovo) pravidlo

Potom existuje i lim
x→a

f(x)

g(x)
a je rovna lim

x→a

f ′(x)

g ′(x)
.

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g ′(x)
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l’Hospitalovo (Bernoulliovo) pravidlo

Přı́klad: Určete lim
x→+∞

√
x+ 1

x− 2

Řešenı́ : Funkce splňuje podmı́nky pro l’Hospitalovo
(Bernoulliovo) pravidlo:

lim
x→+∞

√
x+ 1

x− 2
= lim

x→+∞

1

2
√
x+ 1
1

=

=
1

+∞ = 0+

A je hotovo.
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Lokálnı́ extrémy

Definice

Funkce f má v bodě c ∈ Df lokálnı́
minimum,

maximum,
jestliže ∃

◦

Uδ (c) ⊂ Df

takové, že pro ∀ x ∈
◦

Uδ (c) je
f(x) ≥ f(c)
f(x) ≤ f(c)

V přı́padě ostrých nerovnostı́ mluvı́me o ostrém lokálnı́m extrému.

Věta

Má-li funkce f v bodě c lokálnı́ extrém a existuje f ′(c), pak f ′(c) = 0.
Bod, v němž je prvnı́ derivace nulová, se nazývá stacionárnı́.
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Konkávnost, konvexnost

Definice

Funkce f je v bodě c ∈ Df konkávnı́
konvexnı́

, jestliže ∃
◦

Uδ (c) takové,

že pro ∀x ∈
◦

Uδ (c) je f(x) < f(c) + f ′(c)(x − c)

f(x) > f(c) + f ′(c)(x − c)

.
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Konkávnost, konvexnost

f(x) < f(c) + f ′(c)(x− c), funkce je konkávnı́.

x

y

c

f(c)

f(x)t

Graf ležı́ pod tečnou
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Konkávnost, konvexnost

f(x) > f(c) + f ′(c)(x − c), funkce je konvexnı́.

x

y

c

f(c)

f(x)

t

Graf ležı́ nad tečnou
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Děkuji za pozornost
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